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第一章

几何、代数与算法

第 1节 多项式与仿射空间

为建立代数与几何之间的联系，我们将研究域上的多项式. 虽然我们都知道什么是多项式，但
域这个术语可能不太熟悉. 基本的直观理解是，域是一个在其中可以定义加法、减法、乘法和除法
且具有通常性质的集合. 标准例子是实数 R和复数 C，而整数 Z不是域，因为除法不成立（3和 2
是整数，但它们的商 3/2不是）. 域的正式定义可在附录 A中找到.
域之所以重要，原因之一是线性代数在任何域上都成立. 因此，即使你的线性代数课程将标量

限制在 R或 C中，你所学到的大多数定理和技术都适用于任意域 k. 在本书中，我们将为不同目的
使用不同的域. 最常用的域是：
有理数 Q：我们大多数计算机示例所用的域.

实数 R：用于绘制曲线和曲面图像的域.
复数 C：用于证明许多定理的域.
偶尔会遇到其他域，如有理函数域（将在后面定义）. 有限域也有一个很有趣的理论——见习

题中一个较简单的例子.
现在可以定义多项式了. 读者当然熟悉单变量和双变量的多项式，但此处需要讨论 n 个变量

x1, . . . , xn且系数在任意域 k中的多项式. 首先定义单项式.

定义 1. x1, . . . , xn中的单项式是指形如

xα1
1 · xα2

2 · · · xαn
n

的乘积，其中所有指数 α1, . . . , αn都是非负整数. 该单项式的总次数是和 α1 + · · ·+ αn.
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第一章 几何、代数与算法

可如下简化单项式的记号：记 α = (α1, . . . , αn)为非负整数的 n元组，并设

xα = xα1
1 · xα2

2 · · · xαn
n .

当 α = (0, . . . , 0)时，注意 xα = 1. 我们还用 |α| = α1 + · · ·+ αn表示单项式 xα的总次数.

定义 2. x1, . . . , xn中系数在域 k中的多项式 f 是单项式的有限线性组合（系数在 k中）. 我们将多
项式 f 写成如下形式

f =
∑
α

aαx
α, aα ∈ k,

其中求和是对有限个 n元组 α = (α1, . . . , αn)进行的. x1, . . . , xn中系数在 k中的所有多项式组成的
集合记为 k[x1, . . . , xn].

处理变量个数较少的多项式时，通常省略下标. 因此，单变量、双变量和多变量的多项式分别
属于 k[x]、k[x, y]和 k[x, y, z]. 例如，

f = 2x3y2z +
3

2
y3z3 − 3xyz + y2

是 Q[x, y, z]中的一个多项式. 通常用字母 f, g, h, p, q, r来指代多项式.
处理多项式时，将使用以下术语.

定义 3. 设 f =
∑

α aαx
α是 k[x1, . . . , xn]中的一个多项式.

(i) 称 aα为单项式 xα的系数.
(ii) 如果 aα ̸= 0，则称 aαx

α为 f 的一个项.
(iii) f ̸= 0的总次数，记为 deg(f)，是使得系数 aα非零的最大的 |α|. 零多项式的总次数未定义.

作为例子，上面给出的多项式 f = 2x3y2z + 3
2
y3z3 − 3xyz + y2有四项，总次数为六. 注意有两

项具有最大的总次数，这在单变量多项式中是不可能发生的. 在第 2章中，我们将研究如何对多项
式的项进行排序.
两个多项式的和与积仍然是多项式. 若存在某个多项式 h ∈ k[x1, . . . , xn]使得 g = fh，则称多

项式 f 整除多项式 g.
可以证明，在加法和乘法下，k[x1, . . . , xn]满足除乘法逆元存在性外的所有域公理（因为例如

1/x1不是多项式）. 这样的数学结构称为交换环（完整定义见附录 A），因此我们将 k[x1, . . . , xn]称
为多项式环.
下一个要考虑的主题是仿射空间.

定义 4. 给定域 k和正整数 n，定义 k上的 n维仿射空间为集合

kn = {(a1, . . . , an) | a1, . . . , an ∈ k}.
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第一章 几何、代数与算法

作为仿射空间的例子，考虑 k = R的情况. 这里得到微积分和线性代数中熟悉的 Rn 空间. 一
般地，称 k1 = k为仿射直线，k2为仿射平面.
下面来看多项式与仿射空间的关系. 关键思想是，多项式 f =

∑
α aαx

α ∈ k[x1, . . . , xn]给出一
个函数

f : kn −→ k

定义如下：给定 (a1, . . . , an) ∈ kn，在 f 的表达式中将每个 xi 替换为 ai. 由于所有系数也在 k 中，
这一运算给出元素 f(a1, . . . , an) ∈ k. 能够将多项式视为函数，这使得建立代数与几何之间的联系
成为可能.
多项式的这种双重性质有一些出人意料的后果. 例如，问题 “f = 0吗？”现在有两种可能的

含义：f 是零多项式吗？这意味着它的所有系数 aα都为零；还是 f 是零函数吗？这意味着对所有
(a1, . . . , an) ∈ kn 都有 f(a1, . . . , an) = 0. 令人惊讶的事实是，这两个命题在一般情况下并不等价.
关于它们如何可能不同的例子，考虑由 0和 1两个元素组成的集合. 在习题中，将看到这可以构成
一个域，其中 1 + 1 = 0. 这个域通常称为 F2. 现在考虑多项式 x2 − x = x(x− 1) ∈ F2[x]. 由于这个
多项式在 0和 1处都为零，找到了一个非零多项式，它在仿射空间 F1

2 上给出零函数. 其他例子将
在习题中讨论.
然而，只要 k是无限的，就没有问题.

命题 5. 设 k是无限域，且 f ∈ k[x1, . . . , xn]. 则 f = 0在 k[x1, . . . , xn]中当且仅当 f : kn → k是零
函数.

证明. 证明的一个方向是显然的，因为零多项式显然给出零函数. 为证明逆命题，需证明若 f(a1, . . . , an) =

0对所有 (a1, . . . , an) ∈ kn成立，则 f 是零多项式. 对变量个数 n使用归纳法.
当 n = 1时，众所周知，k[x]中次数为m的非零多项式至多有m个不同的根（将在 §5的推论

3中证明这一事实）. 对于特定的 f ∈ k[x]，假设对所有 a ∈ k都有 f(a) = 0. 由于 k是无限的，这
意味着 f 有无穷多个根，因此 f 必须是零多项式.
现在假设逆命题对 n− 1成立，并设 f ∈ k[x1, . . . , xn]是在 kn的所有点处都为零的多项式. 通

过收集 xn的各次幂，可将 f 写成如下形式

f =
N∑
i=0

gi(x1, . . . , xn−1)x
i
n,

其中 gi ∈ k[x1, . . . , xn−1]. 将证明每个 gi都是 n−1个变量的零多项式，这将迫使 f 成为 k[x1, . . . , xn]

中的零多项式.
若固定 (a1, . . . , an−1) ∈ kn−1，得到多项式 f(a1, . . . , an−1, xn) ∈ k[xn]. 根据对 f 的假设，这对

每个 an ∈ k 都为零. 从 n = 1 的情况可知 f(a1, . . . , an−1, xn) 是 k[xn] 中的零多项式. 使用上面 f

的公式，看到 f(a1, . . . , an−1, xn)的系数是 gi(a1, . . . , an−1)，因此对所有 i都有 gi(a1, . . . , an−1) = 0.
由于 (a1, . . . , an−1)是在 kn−1 中任意选取的，因此每个 gi ∈ k[x1, . . . , xn−1]在 kn−1 上给出零函数.
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第一章 几何、代数与算法

归纳假设推出每个 gi都是 k[x1, . . . , xn−1]中的零多项式. 这迫使 f 成为 k[x1, . . . , xn]中的零多项式，
从而完成了命题的证明.

注意，在命题 5的陈述中，断言 “f = 0在 k[x1, . . . , xn]中”意味着 f 是零多项式，即 f 的每个
系数都为零. 因此，用同一个符号 “0”来表示 k 的零元素和 k[x1, . . . , xn]中的零多项式. 上下文将
清楚地表明指的是哪一个.
作为推论，两个无限域上的多项式相等，当且仅当它们在仿射空间上给出相同的函数.

推论 6. 设 k 是无限域，且 f, g ∈ k[x1, . . . , xn]. 则 f = g 在 k[x1, . . . , xn]中当且仅当 f : kn → k 和
g : kn → k是相同的函数.

证明. 为证明非平凡的方向，假设 f, g ∈ k[x1, . . . , xn] 在 kn 上给出相同的函数. 根据假设，多项
式 f − g 在 kn 的所有点处都为零. 命题 5推出 f − g 是零多项式. 这证明了 f = g 在 k[x1, . . . , xn]

中.

最后，需要记录复数域 C上多项式的一个特殊性质.

定理 7（代数基本定理）. 每个非常数多项式 f ∈ C[x]在 C中都有根.

证明. 这就是代数基本定理，证明可在大多数复分析的入门教材中找到（尽管还有许多其他证明是
已知的）.

若域 k 上的每个非常数多项式在 k[x] 中都有根，则称 k 是代数闭的. 因此 R 不是代数闭的
（x2 + 1的根是什么？），而上述定理断言 C是代数闭的. 在第 4章中，将证明定理 7的一个强有力
的推广，称为 Hilbert零点定理.

1.1.1 习题

(1) 设 F2 = {0, 1}，并定义加法和乘法为 0+0 = 1+1 = 0，0+1 = 1+0 = 1，0 ·0 = 0 ·1 = 1 ·0 = 0

和 1 · 1 = 1. 解释为什么 F2是一个域.（你不必验证结合律和分配律，但应该验证单位元和逆
元的存在性，包括加法和乘法的）.

(2) 设 F2是习题 1中的域.
(a) 考虑多项式 g(x, y) = x2y + y2x ∈ F2[x, y]. 证明对所有 (x, y) ∈ F2

2 都有 g(x, y) = 0，并
解释为什么这不与命题 5矛盾.

(b) 在 F2[x, y, z]中找到一个在每一点 F3
2 处都为零的非零多项式. 试着找一个包含所有三个

变量的.
(c) 在 F2[x1, . . . , xn]中找到一个在每一点 Fn

2 处都为零的非零多项式. 你能找一个包含所有
x1, . . . , xn的吗？

(3)（需要抽象代数）. 设 p是素数. 模 p的整数环是有 p个元素的域，记为 Fp.
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第一章 几何、代数与算法

(a) 解释为什么 Fp \ {0}在乘法下是一个群.
(b) 使用 Lagrange定理证明对所有 a ∈ Fp \ {0}都有 ap−1 = 1.
(c) 证明对所有 a ∈ Fp都有 ap = a. 提示：分别处理 a = 0和 a ̸= 0的情况.
(d) 在 Fp[x]中找到一个在每一点 Fp处都为零的非零多项式. 提示：使用 (c)部分.

(4)（需要抽象代数）. 设 F 是有 q个元素的有限域. 改写习题 3的论证，证明 xq − x是 F [x]中在
每一点 F 处都为零的非零多项式. 这表明命题 5对所有有限域都不成立.

(5) 在命题 5的证明中，取 f ∈ k[x1, . . . , xn]并将其写成系数在 k[x1, . . . , xn−1]中关于 xn 的多项
式. 为看看这在具体情况下是什么样子，考虑多项式

f(x, y, z) = x5y2z − x4y3 + y5 + x2z − y3z + xy + 2x− 5z + 3.

(a) 将 f 写成系数在 k[y, z]中关于 x的多项式.
(b) 将 f 写成系数在 k[x, z]中关于 y的多项式.
(c) 将 f 写成系数在 k[x, y]中关于 z的多项式.

(6) 在 Cn中，有子集 Zn，它由所有整数坐标的点组成.
(a) 证明若 f ∈ C[x1, . . . , xn]在每一点 Zn处都为零，则 f 是零多项式. 提示：改写命题 5的
证明.

(b) 设 f ∈ C[x1, . . . , xn]，并设M 是 f 中出现的任何变量的最大幂次. 设 Zn
M+1 是 Zn 中所

有坐标都在 1到M + 1之间（含）的点组成的集合. 证明若 f 在每一点 Zn
M+1处都为零，

则 f 是零多项式.

第 2节 仿射簇

现在可以定义本书研究的基本几何对象.

定义 1.. 设 k是一个域，f1, . . . , fs是 k[x1, . . . , xn]中的多项式. 定义

V(f1, . . . , fs) = {(a1, . . . , an) ∈ kn | fi(a1, . . . , an) = 0对所有1 ⩽ i ⩽ s}.

称 V(f1, . . . , fs)为由 f1, . . . , fs定义的仿射簇.

于是，仿射簇 V(f1, . . . , fs) ⊆ kn就是方程组

f1(x1, . . . , xn) = · · · = fs(x1, . . . , xn) = 0

的所有解的集合. 用字母 V,W 等来表示仿射簇. 本节的主要目的是向读者介绍大量例子，有些是
新的，有些是熟悉的. 使用 k = R以便能够画图.
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从平面 R2中的仿射簇 V(x2 + y2 − 1)开始，它是以原点为中心、半径为 1的圆：
在学校学习的圆锥曲线 (圆、椭圆、抛物线和双曲线)都是仿射簇. 同样地，多项式函数的图像

也是仿射簇 [函数 y = f(x)的图像是 V(y − f(x))]. 虽然不那么显然，但有理函数的图像也是仿射
簇. 例如，考虑函数

y =
x3 − 1

x

的图像：

容易验证这就是仿射簇 V(xy − x3 + 1).
接下来，看看三维空间 R3. 一个很好的仿射簇是由旋转抛物面 V(z − x2 − y2)给出的，它是将

抛物线 z = x2绕 z轴旋转得到的 (可用极坐标来验证这一点). 这提供了下图：

你可能也熟悉锥面 V(z2 − x2 − y2)：
一个复杂得多的曲面由 V(x2 − y2z2 + z3)给出：
在最后这两个例子中，曲面并非处处光滑：锥面在原点有一个尖点，最后一个例子沿整个 y轴

自相交. 这些是奇点的例子，将在本书后面进行研究.
R3中曲线的一个有趣例子是三次扭曲线，即仿射簇 V(y − x2, z − x3). 为简单起见，只考虑位

于第一卦限的部分. 首先，分别画出曲面 y = x2和 z = x3：
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然后它们的交线就给出了三次扭曲线：

注意，当在 R2 中有一个方程时，得到一条曲线，这是一个 1维对象. 在 R3 中也有类似的情
况：R3 中的一个方程通常给出一个曲面，其维数为 2. 同样，维数下降了 1. 但现在考虑三次扭曲
线：这里 R3 中的两个方程给出一条曲线，所以维数下降了 2. 由于每个方程都施加了一个额外的
约束，直觉告诉我们每个方程使维数下降 1. 因此，如果从 R4开始，会希望由两个方程定义的仿射
簇是一个曲面. 不幸的是，维数的概念比上述例子所暗示的更加微妙. 为说明这一点，考虑仿射簇
V(xz, yz). 容易验证方程 xz = yz = 0定义了 (x, y)平面和 z轴的并：

因此，这个仿射簇由两个具有不同维数的部分组成，其中一个部分 (平面)按照上述直觉具有
“错误”的维数.
下面给出一些高维空间中仿射簇的例子. 一个熟悉的例子来自线性代数. 即固定一个域 k，考

虑一个具有 k中系数的m个线性方程、n个未知数 x1, . . . , xn的方程组：

a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1,
...

am1x1 + · · ·+ amnxn = bm.

(1)

这些方程的解构成 kn 中的一个仿射簇，称之为线性簇. 因此，直线和平面都是线性簇，还有
任意大维数的例子. 在线性代数中，学习了行约化方法 (也称为 Gauss消元法)，它给出了求解这种
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方程组的算法. 在第 2章中，将研究这种算法的一个推广，它适用于多项式方程组.
线性簇与关于维数的讨论密切相关. 即若 V ⊆ kn 是由 (1)定义的线性簇，则 V 的维数不必是

n−m，尽管 V 由m个方程定义. 事实上，当 V 非空时，线性代数告诉我们 V 的维数是 n− r，其
中 r是矩阵 (aij)的秩. 因此对于线性簇，维数由独立方程的个数决定. 这种直觉适用于更一般的仿
射簇，只是 “独立”的概念更加微妙.

微积分中也有一些高维的复杂例子. 例如，假设想求函数 f(x, y, z) = x3 + 2xyz − z2在约束条
件 g(x, y, z) = x2 + y2 + z2 = 1下的最小值和最大值. Lagrange乘子法指出，在局部极小值或极大
值处有 ∇f = λ∇g[回忆 f 的梯度是偏导数向量 ∇f = (fx, fy, fz)]. 这给出了以下关于四个未知数
x, y, z, λ的四个方程的方程组：

3x2 + 2yz = 2xλ,

2xz = 2yλ, (2)

2xy − 2z = 2zλ,

x2 + y2 + z2 = 1.

这些方程定义了 R4中的一个仿射簇，关于维数的直觉使希望它由有限多个点 (维数为 0)组成，
因为它由四个方程定义. 学生们常常觉得 Lagrange乘子法很难，因为方程太难解了. 第 2章的算法
将为解决这类问题提供强大的工具. 特别是，将找到上述方程的所有解.
还应提到仿射簇可以是空集. 例如，当 k = R时，显然 V(x2 + y2 + 1) = ∅，因为 x2 + y2 = −1

没有实数解 (尽管当 k = C时有解). 另一个例子是 V(xy, xy − 1)，无论域是什么它都是空的，因为
给定的 x和 y不能同时满足 xy = 0和 xy = 1. 在第 4章中，将研究一种确定 C上仿射簇何时非空
的方法.
为说明仿射簇的一些应用，考虑一个来自机器人学的简单例子. 假设在平面上有一个机器人手

臂，由两根长度分别为 1和 2的连杆组成，较长的连杆固定在原点：

手臂的 “状态”完全由图中标出的坐标 (x, y)和 (z, w)描述. 因此状态可以看作是一个 4元组
(x, y, z, w) ∈ R4. 然而，并非所有 4元组都能作为手臂的状态出现. 事实上，容易看出可能状态的
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第一章 几何、代数与算法

子集是 R4中由以下方程定义的仿射簇：

x2 + y2 = 4,

(x− z)2 + (y − w)2 = 1.

注意即使更大的维数也很容易进入：若考虑同一手臂在三维空间中的情况，则状态的仿射簇
将由 R6中的两个方程定义. 本书将要发展的技术在机器人学理论中有一些重要的应用.

到目前为止，所有的图都是在 R上的. 在本书后面，将考虑 C上的仿射簇. 在这里，要获得这
种仿射簇的几何直观更加困难 (但并非不可能).
最后，记录仿射簇的一些基本性质.

引理 2.. 若 V,W ⊆ kn是仿射簇，则 V ∪W 和 V ∩W 也是仿射簇.

证明. 假设 V = V(f1, . . . , fs)且W = V(g1, . . . , gt). 断言

V ∩W = V(f1, . . . , fs, g1, . . . , gt),

V ∪W = V(figj | 1 ⩽ i ⩽ s, 1 ⩽ j ⩽ t).

第一个等式很容易证明：在V ∩W 中意味着 f1, . . . , fs和 g1, . . . , gt都消失，这与 f1, . . . , fs, g1, . . . , gt

都消失是一样的.
第二个等式需要多做一点工作. 若 (a1, . . . , an) ∈ V，则所有的 fi 在这点消失，这意味着所有

的 figj 也在这点 (a1, . . . , an)消失. 于是 V ⊆ V(figj)，类似地有W ⊆ V(figj). 这证明了 V ∪W ⊆
V(figj). 反过来，选择 (a1, . . . , an) ∈ V(figj). 若这点在 V 中，则完成了，若不在，则存在某个 i0

使得 fi0(a1, . . . , an) ̸= 0. 由于 fi0gj 对所有 j 都在 (a1, . . . , an)处消失，gj 必须在这点消失，证明了
(a1, . . . , an) ∈ W . 这表明 V(figj) ⊆ V ∪W .

这个引理意味着仿射簇的有限交和有限并仍然是仿射簇. 结果表明已经见过并和交的例子. 关
于并，考虑仿射 3空间中 (x, y)平面和 z轴的并. 根据上面的公式，有

V(z) ∪ V(x, y) = V(zx, zy).

这当然就是本节前面讨论的例子之一. 至于交，注意三次扭曲线是作为两个曲面的交给出的.
本节给出的例子引出了一些关于仿射簇的有趣问题. 假设有 f1, . . . , fs ∈ k[x1, . . . , xn]. 则：
• (相容性)能否确定 V(f1, . . . , fs) ̸= ∅，即方程 f1 = · · · = fs = 0是否有公共解？
• (有限性)能否确定 V(f1, . . . , fs)是否有限，若是，能否显式地找出所有解？
• (维数)能否确定 V(f1, . . . , fs)的 “维数”？
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这些问题的答案是肯定的，尽管在选择工作的域 k时必须小心. 最难的是关于维数的问题，因
为它涉及一些复杂的概念. 尽管如此，将对所有三个问题给出完整的解答.

1.2.1 习题

(1) 在 R2中画出下列仿射簇的草图：
(a) V(x2 + 4y2 + 2x− 16y + 1)

(b) V(x2 − y2)

(c) V(2x+ y − 1, 3x− y + 2)

在每种情况下，该仿射簇是否具有你直观上期望的维数？
(2) 在 R2 中，画出 V(y2 − x(x− 1)(x− 2))的草图. 提示：对于哪些 x可以解出 y？每个 x对应
几个 y？该曲线具有什么对称性？

(3) 在平面 R2中，画图说明

V(x2 + y2 − 4) ∩ V(xy − 1) = V(x2 + y2 − 4, xy − 1),

并确定交点. 注意这是引理 2的一个特例.
(4) 在 R3中画出下列仿射簇的草图：

(a) V(x2 + y2 + z2 − 1)

(b) V(x2 + y2 − 1)

(c) V(x+ 2, y − 1.5, z)

(d) V(xz2 − xy). 提示：将 xz2 − xy因式分解
(e) V(x4 − zx, x3 − yx)

(f) V(x2 + y2 + z2 − 1, x2 + y2 + (z − 1)2 − 1)

在每种情况下，该仿射簇是否具有你直观上期望的维数？
(5) 使用引理 2的证明，在 R3中画出 V((x− 2)(x2 − y), y(x2 − y), (z + 1)(x2 − y))的草图. 提示：
这是哪两个仿射簇的并？

(6) 证明 kn的所有有限子集都是仿射簇.
(a) 证明单点 (a1, . . . , an) ∈ kn是一个仿射簇.
(b) 证明 kn的每个有限子集都是仿射簇. 提示：引理 2会有用.

(7) 极坐标中最漂亮的例子之一是四叶玫瑰线
这条曲线由极坐标方程 r = sin(2θ)定义. 将证明这条曲线是一个仿射簇.
(a) 利用 r2 = x2 + y2，x = r cos(θ)和 y = r sin(θ)，证明四叶玫瑰线包含在仿射簇 V((x2 +

y2)3 − 4x2y2)中. 提示：使用 sin(2θ)的一个恒等式.
(b) 现在仔细论证 V((x2 + y2)3 − 4x2y2)包含在四叶玫瑰线中. 这比看起来要棘手，因为在

r = sin(2θ)中 r可以是负的.
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结合 (a)和 (b)两部分，证明了四叶玫瑰线就是仿射簇 V((x2 + y2)3 − 4x2y2).
(8) 证明某物不是仿射簇可能需要一些工作. 例如，考虑集合

X = {(x, x) | x ∈ R, x ̸= 1} ⊆ R2,

它是直线 x = y去掉点 (1, 1). 为证明X 不是仿射簇，假设X = V(f1, . . . , fs). 则每个 fi在X

上消失，若能证明 fi在 (1, 1)也消失，就能得到所需的矛盾. 因此，要证明的是：若 f ∈ R[x, y]
在 X 上消失，则 f(1, 1) = 0. 提示：令 g(t) = f(t, t)，它是 R[t]中的多项式. 现在应用 §1中
命题 5的证明.

(9) 设 R = {(x, y) ∈ R2 | y > 0}是上半平面. 证明 R不是仿射簇.
(10) 设 Zn ⊆ Cn由具有整数坐标的点组成. 证明 Zn不是仿射簇. 提示：参见 §1的练习题 6.
(11) 到目前为止，讨论了 R或 C上的仿射簇. 也可以考虑域 Q上的仿射簇，尽管这里的问题往往

要困难得多. 例如，设 n是一个正整数，考虑由

xn + yn = 1

定义的 Q2 中的仿射簇 Fn ⊆ Q2. 注意当 x或 y 为零时有一些明显的解. 称这些为平凡解. 一
个有趣的问题是是否存在非平凡解.
(a) 证明若 n是奇数，则 Fn有两个平凡解；若 n是偶数，则 Fn有四个平凡解.
(b) 证明 Fn对某个 n ⩾ 3有非平凡解当且仅当 Fermat大定理是错误的.

Fermat大定理指出，对于 n ⩾ 3，方程

xn + yn = zn

没有 x, y, z 都是非零整数的解. 这个猜想的一般情形由 Andrew Wiles于 1994年使用一些非
常复杂的数论方法证明. 这个证明极其困难.

(12) 找一本微积分书中的 Lagrange乘子问题，并写下相应的方程组. 务必使用一个想要找到多项
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式函数在多项式约束下的最小值或最大值的例子. 这样方程就定义了一个仿射簇，尽量找一
个导致复杂方程的问题. 稍后将使用 Gröbner基方法来解这些方程.

(13) 考虑 R2 中的一个机器人手臂，它由长度分别为 3、2和 1的三根连杆组成. 长度为 3的连杆
固定在原点，长度为 2的连杆连接在长度为 3的连杆的自由端，长度为 1的连杆连接在长度
为 2的连杆的自由端. 机器人手臂的 “手”连接在长度为 1的连杆的末端.
(a) 画出机器人手臂的示意图.
(b) 确定手臂的 “状态”需要多少个变量？
(c) 给出可能状态的仿射簇的方程.
(d) 利用本节讨论的关于维数的直观概念，猜测状态仿射簇的维数应该是多少.

(14) 这个练习将研究练习题 13中描述的机器人手臂的可能 “手”位置.
(a) 若 (u, v)是手的位置，解释为什么 u2 + v2 ⩽ 36.
(b) 假设将长度为 3和长度为 2的连杆之间的关节 “锁定”形成直角，但允许另一个关节自
由移动. 画图说明在这些构型中，(u, v)可以是环形区域 16 ⩽ u2 + v2 ⩽ 36中的任意点.

(c) 画图说明 (u, v)可以是圆盘 u2+ v2 ⩽ 36中的任意点. 提示：分别考虑 16 ⩽ u2+ v2 ⩽ 36，
4 ⩽ u2 + v2 ⩽ 16和 u2 + v2 ⩽ 4.

(15) 在引理 2中，证明了若 V 和W 是仿射簇，则它们的并 V ∪W 和交 V ∩W 也是仿射簇. 在这
个练习中，将研究其他集合运算如何影响仿射簇.
(a) 证明仿射簇的有限并和有限交仍然是仿射簇. 提示：归纳法.
(b) 举例说明仿射簇的无限并不必是仿射簇. 提示：根据练习题 8–10，知道一些 kn 的不是
仿射簇的子集. 令人惊讶的是，仿射簇的无限交仍然是仿射簇. 这是 Hilbert基定理的推
论，将在第 2章和第 4章中讨论.

(c) 举例说明两个仿射簇的集合差 V \W 不必是仿射簇.
(d) 设 V ⊆ kn和W ⊆ km是两个仿射簇，令

V ×W = {(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) ∈ kn+m | (x1, . . . , xn) ∈ V, (y1, . . . , ym) ∈ W}

是它们的笛卡尔积. 证明 V × W 是 kn+m 中的仿射簇. 提示：若 V 由 f1, . . . , fs ∈
k[x1, . . . , xn]定义，则可以将 f1, . . . , fs 看作 k[x1, . . . , xn, y1, . . . , ym]中的多项式，W 的
情况类似. 证明这给出了笛卡尔积的定义方程.

第 3节 仿射簇的参数化

本节讨论描述仿射簇 V(f1, . . . , fs)的点的问题. 这归结为是否存在一种方法 “写下”多项式方
程组 f1 = · · · = fs = 0的解. 当解有限时，目标就是简单地把它们全部列出. 但如果有无穷多个解
时，该怎么办呢？将看到，这个问题引出了仿射簇参数化的概念.
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先从一个线性代数的例子开始. 设域为 R，考虑方程组

x+ y + z = 1, (1)

x+ 2y − z = 3.

从几何上看，这表示 R3中的一条直线，它是平面 x + y + z = 1和 x + 2y − z = 3的交线. 由
此可见有无穷多解. 为描述这些解，对 (1)式进行行变换，得到等价方程

x+ 3z = −1,

y − 2z = 2.

记 z = t，其中 t是任意的，这意味着 (1)的所有解由

x = −1− 3t,

y = 2 + 2t, (2)

z = t

给出，其中 t取遍 R. 称 t为参数，因此 (2)就是 (1)的解的参数化.
为看看参数化解的想法是否可以应用于其他仿射簇，来看单位圆的例子

x2 + y2 = 1. (3)

参数化圆的一种常用方法是使用三角函数：

x = cos(t),

y = sin(t).

还有一种更代数化的方法来参数化这个圆：

x =
1− t2

1 + t2
,

y =
2t

1 + t2
. (4)

读者应该验证由这些方程定义的点在圆 (3)上. 有趣的是，这种参数化并不能描述整个圆：由
于 x = 1−t2

1+t2
永远不可能等于 −1，点 (−1, 0)没有被覆盖到. 在本节末尾，将解释如何得到这种参数
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化.
注意方程 (4)涉及多项式的商. 这些是有理函数的例子，在说明什么是簇的参数化之前，需要

先定义有理函数的一般概念.

定义 1.. 设 k 是一个域. k 上以 t1, . . . , tm 为变元的有理函数是两个多项式 f, g ∈ k[t1, . . . , tm]的商
f/g，其中 g不是零多项式. 此外，两个有理函数 f/g和 f ′/g′相等当且仅当 g′f = gf ′在 k[t1, . . . , tm]

中成立. 最后，所有 k上以 t1, . . . , tm为变元的有理函数的集合记为 k(t1, . . . , tm).

不难证明有理函数的加法和乘法是良定义的，且 k(t1, . . . , tm)是一个域. 将不加证明地承认这
些事实.
现在假设给定一个簇V = V(f1, . . . , fs) ⊆ kn. 则V 的一个有理参数表示由有理函数 r1, . . . , rn ∈

k(t1, . . . , tm)组成，使得由
x1 = r1(t1, . . . , tm),

x2 = r2(t1, . . . , tm),

...

...

xn = rn(t1, . . . , tm)

给出的点落在 V 中. 还要求 V 是包含这些点的 “最小”簇. 如圆的例子所示，参数化可能无法
覆盖 V 的所有点. 在第 3章中，将对 “最小”的含义给出更精确的定义.
在许多情况下，有簇 V 的参数化，其中 r1, . . . , rn是多项式而不是有理函数. 这就是 V 的多项

式参数表示.
相比之下，V 的原始定义方程 f1 = · · · = fs = 0称为 V 的隐式表示. 在前面的例子中，注意

(1)和 (3)是簇的隐式表示，而 (2)和 (4)是参数表示.
参数表示曲线或曲面的一个主要优点是便于在计算机上绘制. 给定参数化的公式，计算机对参

数的各种取值进行计算，然后绘制出得到的点. 例如，在 §2中观察过曲面 V(x2 − y2z2 + z3)：
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这幅图不是使用隐式表示 x2 − y2z2 + z3 = 0绘制的. 相反，使用了由下式给出的参数表示

x = t(u2 − t2),

y = u, (5)

z = u2 − t2.

由于描述的是一个曲面，所以有两个参数 t和 u，上面的图是使用范围 −1 ⩽ t, u ⩽ 1绘制的.
在习题中，将推导这个参数化并验证它覆盖了整个曲面 V(x2 − y2z2 + z3).
同时，拥有簇的隐式表示往往也是有用的. 例如，假设想知道点 (1, 2,−1)是否在上面提到的

曲面上. 若只有参数化 (5)，则要回答这个问题，就需要求解方程组

1 = t(u2 − t2),

2 = u,

−1 = u2 − t2

(6)

关于 t和 u. 另一方面，若有隐式表示 x2 − y2z2 + z3 = 0，则只需代入这个方程即可. 由于

12 − 22(−1)2 + (−1)3 = 1− 4− 1 = −4 ̸= 0,

可知 (1, 2,−1)不在该曲面上 [因此方程组 (6)无解].
拥有这两种表示法的愿望引出了以下两个问题：
(参数化)是否每个仿射簇都有有理参数表示？

(隐式化)给定仿射簇的参数表示，能否找到定义方程（即能否找到隐式表示）？
第一个问题的答案是否定的. 事实上，大多数仿射簇都不能用这里描述的方法进行参数化. 那

些可以参数化的称为单有理的簇. 一般来说，判断给定的簇是否是单有理的是很困难的. 第二个问
题的情况要好得多. 在第 3章中，将看到答案总是肯定的：给定参数表示，总能找到定义方程.
来看一个隐式化如何工作的例子. 考虑参数表示

x = 1 + t,

y = 1 + t2.
(7)

这描述了平面上的一条曲线，但目前还不能确定它是否位于某个仿射簇上. 为找到要找的方
程，注意可以从第一个方程解出 t，得到

t = x− 1.
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代入第二个方程得到
y = 1 + (x− 1)2 = x2 − 2x+ 2.

因此参数方程 (7)描述了仿射簇 V(y − x2 + 2x− 2).
在上面的例子中，注意基本策略是消去变量 t，使只剩下一个只涉及 x和 y 的方程. 这说明了

消元理论所起的作用，将在第 3章中更详细地研究这一理论.
接下来将讨论两个如何用几何方法参数化簇的例子. 从单位圆 x2 + y2 = 1开始，它通过 (4)被

参数化为

x =
1− t2

1 + t2
,

y =
2t

1 + t2
.

为看看这个参数化从何而来，注意每条过点 (−1, 0)的非垂直线将与圆交于唯一点 (x, y)：

每条非垂直线也与 y轴相交，在上图中这就是点 (0, t).
这给出了圆的一个几何参数化：给定 t，画一条连接 (−1, 0)和 (0, t)的直线，令 (x, y)为这条

直线与 x2+y2 = 1的交点. 注意前面这句话确实给出了一个参数化：当 t在纵轴上从−∞变到+∞
时，对应的点 (x, y)遍历整个圆，除了点 (−1, 0).
现在需要找到用 t表示 x和 y 的显式公式. 为此，考虑上图中直线的斜率. 可以用两种方式计

算斜率，使用点 (−1, 0)和 (0, t)，或者点 (−1, 0)和 (x, y). 这给出了方程

t− 0

0− (−1)
=

y − 0

x− (−1)
,

化简为
t =

y

x+ 1
.

因此，y = t(x+ 1). 若代入 x2 + y2 = 1，得到

x2 + t2(x+ 1)2 = 1,
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这给出了二次方程
(1 + t2)x2 + 2t2x+ t2 − 1 = 0. (8)

这个方程给出了直线与圆的交点的 x坐标，它是二次的，因为有两个交点. 其中一个点是 −1，
所以 x+ 1是 (8)的一个因式. 现在很容易找到另一个因式，可以将 (8)改写为

(x+ 1)
(
(1 + t2)x− (1− t2)

)
= 0.

由于想要的 x坐标由第二个因式给出，得到

x =
1− t2

1 + t2
.

此外，y = t(x+ 1)很容易导出

y =
2t

1 + t2

(读者应该验证这一点)，这样就推导出了前面给出的参数化. 注意几何方法如何准确地告诉我
们圆被覆盖的部分.
对于第二个例子，考虑来自 §2的三次扭曲线 V(y − x2, z − x3). 这是三维空间中的一条曲线，

通过观察曲线的切线，将得到一个有趣的曲面. 思路如下. 给定曲线上的一个点，可以画出该点的
切线：

现在想象取三次扭曲线所有点处的切线. 这给出了如下曲面：
这幅图显示了几条切线. 上面的曲面称为三次扭曲线的切曲面.
为将这个几何描述转化为更代数化的形式，注意在 y − x2 = z − x3 = 0中令 x = t得到三次扭

曲线的一个参数化
x = t,

y = t2,

z = t3.
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将这写成 r(t) = (t, t2, t3). 现在固定一个特定的 t值，这给出曲线上的一个点. 由微积分可知，
曲线在 r(t)给出的点处的切向量是 r′(t) = (1, 2t, 3t2). 由此可知切线被参数化为

r(t) + ur′(t) = (t, t2, t3) + u(1, 2t, 3t2) = (t+ u, t2 + 2tu, t3 + 3t2u),

其中 u是沿切线移动的参数. 如果现在让 t变化，就可以通过

x = t+ u,

y = t2 + 2tu,

z = t3 + 3t2u

来参数化整个切曲面. 参数 t和 u有如下解释：t告诉我们位于曲线上的哪个位置，而 u告诉
我们位于切线上的哪个位置. 这个参数化被用来绘制前面呈现的切曲面图.
最后一个问题涉及切曲面的隐式表示：如何找到它的定义方程？这是前面提到的隐式化问题

的特例，等价于从上面的参数方程中消去 t和 u. 在第 2章和第 3章中，将看到有一个算法可以做
到这一点，特别是将证明三次扭曲线的切曲面由方程

x3z − (3/4)x2y2 − (3/2)xyz + y3 + (1/4)z2 = 0

定义.
将以计算机辅助几何设计（CAGD）中的一个例子来结束本节. 在设计汽车引擎盖或飞机机翼

等复杂形状时，设计工程师需要形状多样、易于描述且绘制迅速的曲线和曲面. 涉及多项式和有理
函数的参数方程满足这些要求；关于这个主题有大量文献.
为简单起见，假设一位设计工程师想要描述平面上的一条曲线. 复杂曲线通常是通过连接较简

单的片段来创建的，为了使片段光滑连接，切线方向必须在端点处匹配. 因此，对于每个片段，设
计师需要控制以下几何数据：
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曲线的起点和终点；
起点和终点处的切线方向.

由雷诺汽车设计师 P. Bézier引入的 Bézier三次曲线特别适合这一目的. Bézier三次曲线由方程

x = (1− t)3x0 + 3t(1− t)2x1 + 3t2(1− t)x2 + t3x3,

y = (1− t)3y0 + 3t(1− t)2y1 + 3t2(1− t)y2 + t3y3
(9)

参数化给出，其中 0 ⩽ t ⩽ 1，而 x0, y0, x1, y1, x2, y2, x3, y3是由设计工程师指定的常数. 看看这
些常数如何与上述几何数据相对应.
如果在 t = 0和 t = 1处计算上面的公式，得到

(x(0), y(0)) = (x0, y0),

(x(1), y(1)) = (x3, y3).

当 t从 0变到 1时，方程 (9)描述了一条从 (x0, y0)开始、到 (x3, y3)结束的曲线. 这给出了所
需数据的一半. 接下来将用微积分来求 t = 0和 t = 1处的切线方向. 知道 t = 0时 (9)的切向量是
(x′(0), y′(0)). 为计算 x′(0)，对 (9)的第一式求导得到

x′ = −3(1− t)2x0 + 3((1− t)2 − 2t(1− t))x1 + 3(2t(1− t)− t2)x2 + 3t2x3.

代入 t = 0得到
x′(0) = −3x0 + 3x1 = 3(x1 − x0),

从这里开始，直接可得

(x′(0), y′(0)) = 3(x1 − x0, y1 − y0), (10)

(x′(1), y′(1)) = 3(x3 − x2, y3 − y2).

由于 (x1 − x0, y1 − y0) = (x1, y1)− (x0, y0)，可知 (x′(0), y′(0))是从 (x0, y0)到 (x1, y1)的向量的
三倍. 因此，通过放置 (x1, y1)，设计师可以控制曲线起点处的切线方向. 类似地，(x2, y2)的放置控
制了曲线终点处的切线方向.
点 (x0, y0), (x1, y1), (x2, y2)和 (x3, y3)称为 Bézier三次曲线的控制点. 它们通常记为 P0, P1, P2

和 P3，它们确定的凸四边形称为控制多边形. 下面是一幅 Bézier曲线及其控制多边形的图片：
在习题中，将证明 Bézier三次曲线总是位于其控制多边形内部.
因此，确定 Bézier三次曲线的数据易于指定且具有强烈的几何意义. 到目前为止尚未解决的一

个问题是切向量 (x′(0), y′(0))和 (x′(1), y′(1))的长度. 根据 (10)，可以在不改变切线方向的情况下
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改变点 (x1, y1)和 (x2, y2). 例如，如果保持与前一幅图相同的方向，但增加切向量的长度，则得到
如下曲线：

因此，增加端点处的速度会使曲线在更长的一段距离上保持接近切线. 通过练习和经验，设计
师可以熟练使用 Bézier三次曲线创建各种曲线. 有趣的是，设计师可能永远不知道用于描述曲线的
方程 (9).
除了 CAGD，还应提到 Bézier 三次曲线也用于页面描述语言 PostScript 中. PostScript 中的

curveto命令以控制点的坐标作为输入，输出 Bézier三次曲线. 上面的 Bézier三次曲线就是这样绘
制的——每条曲线都在 PostScript文件中通过单个 curveto指令指定.

1.3.1 习题

(1) 参数化线性方程
x+ 2y − 2z + w = −1,

x+ y + z − w = 2

的所有解.
(2) 使用三角恒等式证明

x = cos(t),
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y = cos(2t)

参数化了抛物线的一部分. 指明具体覆盖了抛物线的哪一部分.
(3) 给定 f ∈ k[x]，求 V(y − f(x))的一个参数化.
(4) 考虑参数表示

x =
t

1 + t
,

y = 1− 1

t2
.

(a) 求由上述参数方程确定的仿射簇的方程.
(b) 证明上述方程参数化了第 (a)部分中找到的簇的所有点，除了点 (1, 1).

(5) 本题研究双曲线 x2 − y2 = 1.

(a) 正如三角函数用于参数化圆一样，双曲函数用于参数化双曲线. 证明点

x = cosh(t),

y = sinh(t)

总是在 x2 − y2 = 1上. 覆盖了双曲线的哪一部分？
(b) 证明一条直线与双曲线相交于 0、1或 2个点，并用图说明你的答案. 提示：分别考虑

x = a和 y = mx+ b的情况.
(c) 仿照用于圆 x2 + y2 = 1的论证，推导双曲线的参数化. 提示：考虑过双曲线上点 (−1, 0)

的非垂直线.
(d) 你在第 (c)部分找到的参数化对两个 t值无定义. 解释这与双曲线的渐近线有何关系.

(6) 本题的目标是证明三维空间中的球面 x2 + y2 + z2 = 1可以被参数化为

x =
2u

u2 + v2 + 1
,
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y =
2v

u2 + v2 + 1
,

z =
u2 + v2 − 1

u2 + v2 + 1
.

思路是将用于圆 x2 + y2 = 1的论证推广到三维空间.
(a) 给定 (x, y)平面上一点 (u, v, 0)，从该点画一条直线到球面的 “北极” (0, 0, 1)，令 (x, y, z)

为直线与球面的另一个交点. 画一幅图说明这一点，并从几何上论证将 (u, v) 映射到
(x, y, z)给出了球面去掉北极的参数化.

(b) 证明连接 (0, 0, 1)和 (u, v, 0)的直线被参数化为 (tu, tv, 1− t)，其中 t是沿直线移动的参
数.

(c) 将 x = tu, y = tv和 z = 1− t代入球面方程 x2 + y2 + z2 = 1. 利用它推导问题开头给出
的公式.

(7) 将上一题的论证加以改进，以参数化 n维仿射空间中的 “球面” x2
1 + · · ·+ x2

n = 1. 提示：将有
n− 1个参数.

(8) 考虑由 y2 = cx2 − x3定义的曲线，其中 c是某个常数. 当 c > 0时，曲线的图像如下：

目标是参数化这条曲线.
(a) 证明一条直线与这条曲线相交于 0、1、2或 3个点. 用图说明你的答案. 提示：设直线方
程为 x = a或 y = mx+ b.

(b) 证明当m2 ̸= c时，过原点的一条非垂直线与曲线恰好在另一个点相交. 画一幅图说明这
一点，看看能否给出一个直观的解释为什么会发生这种情况.

(c) 现在画垂直线 x = 1. 给定该直线上一点 (1, t)，画一条连接 (1, t)与原点的直线. 这条直
线将与曲线交于一点 (x, y). 画一幅图说明这一点，并从几何上论证这给出了整条曲线的
一个参数化.

(d) 证明第 (c)部分的几何描述导致参数化

x = c− t2,
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y = t(c− t2).

(9) 环索线是一条曾被多位数学家研究过的曲线，包括 Isaac Barrow（1630–1677）、Jean Bernoulli
（1667–1748）和Maria Agnesi（1718–1799）. 它的一个三角参数化是

x = a sin(t),

y = a tan(t)(1 + sin(t))

其中 a是常数. 如果让 t在范围 −4.5 ⩽ t ⩽ 1.5内变化，得到这里显示的图像.

(a) 求用 x和 y描述环索线的方程. 提示：如果不够仔细，会得到方程 (a2−x2)y2 = x2(a+x)2.
要知道为什么这不完全正确，看看当 x = −a时会发生什么.

(b) 求环索线的一个代数参数化.
(10) 大约公元前 180年，Diocles写了一本书《论燃烧镜》. 他考虑的曲线之一是蔓叶线，并用它

来解决倍立方问题 [见第 (c)部分 below]. 蔓叶线的方程是 y2(a + x) = (a− x)3，其中 a是常
数. 这给出了平面上如下的曲线：

(a) 求蔓叶线的一个代数参数化.
(b) Diocles用如下几何构造描述了蔓叶线. 给定一个半径为 a的圆（取圆心在原点），在 a

和 −a之间选取 x，并画一条连接 (a, 0)和圆上点 P = (−x,
√
a2 − x2)的直线 L. 这确定
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了 L上一点 Q = (x, y)：

证明蔓叶线是所有这样的点 Q的轨迹.
(c) 倍立方问题是古希腊的经典问题，试图仅用尺规作图构造 3

√
2. 已知仅用尺规这是不可

能的. Diocles证明了如果额外允许使用蔓叶线，那么就可以构造 3
√
2. 方法如下. 画一条

连接 (−a, 0)和 (0, a/2)的直线. 这条直线将与蔓叶线交于一点 (x, y). 然后证明

2 =

(
a− x

y

)3

,

这说明如何用尺规和蔓叶线构造 3
√
2.

(11) 在本题中，将推导曲面 x2 − y2z2 + z3 = 0的参数化

x = t(u2 − t2),

y = u,

z = u2 − t2.

(a) 将习题 8第 (d)部分的公式加以改进，证明曲线 x2 = cz2 − z3被参数化为

z = c− t2,

x = t(c− t2).

(b) 现在将第 (a)部分的 c替换为 y2，并解释这如何导出 x2 − y2z2 + z3 = 0的上述参数化.
(c) 解释为什么这个参数化覆盖了整个曲面 V(x2 − y2z2 + z3). 提示：见习题 8第 (c)部分.

(12) 考虑簇 V = V(y − x2, z − x4) ⊆ R3.
(a) 画一幅 V 的图像.
(b) 以类似于对三次扭曲线所做的方法参数化 V .
(c) 参数化 V 的切曲面.
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(13) 求参数化曲面的方程这一一般问题将在第 2章和第 3章中研究. 然而，当曲面是平面时，可
以使用微积分或线性代数的方法. 例如，考虑由

x = 1 + u− v,

y = u+ 2v,

z = −1− u+ v

参数化的R3中的平面. 求用这种方法确定的平面的方程. 提示：设平面方程为 ax+by+cz = d.
然后将上述参数化代入，得到关于 a, b, c, d的方程组. 解决这个问题的另一种方法是将参数化
写成向量形式 (1, 0,−1) + u(1, 1,−1) + v(−1, 2, 1). 然后可以用叉乘快速求解.

(14) 本题讨论凸集，将在下一题中用来证明 Bézier三次曲线位于其控制多边形内. 子集 C ⊆ R2

是凸的，如果对所有 P,Q ∈ C，连接 P 和 Q的线段也位于 C 中.

(a) 如果 P =

(
x

y

)
和 Q =

(
z

w

)
位于凸集 C 中，证明当 0 ⩽ t ⩽ 1时，

t

(
x

y

)
+ (1− t)

(
z

w

)
∈ C.

(b) 如果 Pi =

(
xi

yi

)
对于 1 ⩽ i ⩽ n位于凸集 C中，证明当 t1, . . . , tn是非负数且

∑n
i=1 ti = 1

时，
n∑

i=1

ti

(
xi

yi

)
∈ C.

提示：对 n用归纳法.
(15) 设一条 Bézier三次曲线由

x = (1− t)3x0 + 3t(1− t)2x1 + 3t2(1− t)x2 + t3x3,

y = (1− t)3y0 + 3t(1− t)2y1 + 3t2(1− t)y2 + t3y3

给出.
(a) 证明上述方程可以写成向量形式(

x

y

)
= (1− t)3

(
x0

y0

)
+ 3t(1− t)2

(
x1

y1

)
+ 3t2(1− t)

(
x2

y2

)
+ t3

(
x3

y3

)
.

(b) 利用上一题证明 Bézier三次曲线总是位于其控制多边形内部. 提示：在上述方程中，系
数的和是多少？
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(16) Bézier三次曲线的一个缺点是圆和双曲线等曲线无法被三次曲线精确描述. 在本题中，将讨
论一种类似于例子 (4)的方法来参数化圆锥曲线. 处理基于 BALL（1987）[另见 GOLDMAN
（2003），第 5.7节].
圆锥曲线是平面上由二次方程 ax2 + bxy + cy2 + dx + ey + f = 0定义的曲线. 圆锥曲线包括
圆、椭圆、抛物线和双曲线等熟悉的例子. 现在考虑由

x =
(1− t)2x1 + 2t(1− t)wx2 + t2x3

(1− t)2 + 2t(1− t)w + t2
,

y =
(1− t)2y1 + 2t(1− t)wy2 + t2y3

(1− t)2 + 2t(1− t)w + t2

参数化的曲线，其中 0 ⩽ t ⩽ 1. 常数 w, x1, y1, x2, y2, x3, y3由设计工程师指定，假设 w ⩾ 0. 在
第 3章中，将证明这些方程参数化了一条圆锥曲线. 本题的目标是为量 w, x1, y1, x2, y2, x3, y3

给出几何解释.
(a) 证明假设 w ⩾ 0意味着上述公式中的分母永不为零.
(b) 在 t = 0和 t = 1处计算上述公式. 这将告诉你 x1, y1, x3, y3的含义.
(c) 现在计算 (x′(0), y′(0))和 (x′(1), y′(1)). 利用它证明 (x2, y2)是曲线起点和终点处切线的
交点. 解释为什么 (x1, y1), (x2, y2)和 (x3, y3)称为曲线的控制点.

(d) 定义控制多边形（在本题中实际上是一个三角形），并证明由上述方程定义的曲线总是
位于其控制多边形内部. 提示：改进上一题的论证. 这给出如下图像：

现在剩下要解释常数 w，它称为形状因子. 从第 (c)部分的答案中应该得到提示，因为注意 w

出现在 t = 0和 t = 1时切向量的公式中. 所以 w以某种方式控制着 “速度”，较大的 w应该
迫使曲线更靠近 (x2, y2). 在问题的最后两部分，将确定 w的确切作用.
(e) 证明 (

x(1/2)

y(1/2)

)
=

1

1 + w

(
1

2

(
x1

y1

)
+

1

2

(
x3

y3

))
+

w

1 + w

(
x2

y2

)
.

利用这个公式证明 (x(1/2), y(1/2))位于连接 (x2, y2)与 (x1, y1)和 (x3, y3)连线中点的线
段上.
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第 4节 理想

接下来定义本书研究的基本代数对象.

定义 1. 子集 I ⊆ k[x1, . . . , xn]称为理想，如果它满足以下条件：
(i) 0 ∈ I .
(ii) 若 f, g ∈ I，则 f + g ∈ I .
(iii) 若 f ∈ I 且 h ∈ k[x1, . . . , xn]，则 hf ∈ I .

本节的目标是向读者介绍一些自然出现的理想，并展示理想如何与仿射簇相关联. 理想的真正
重要性在于它们为我们提供了一种用于计算仿射簇的语言.
第一个自然的理想例子是由有限个多项式生成的理想.

定义 2. 设 f1, . . . , fs是 k[x1, . . . , xn]中的多项式. 定义

⟨f1, . . . , fs⟩ =

{
s∑

i=1

hifi | h1, . . . , hs ∈ k[x1, . . . , xn]

}
.

关键事实是 ⟨f1, . . . , fs⟩是一个理想.

引理 3. 若 f1, . . . , fs ∈ k[x1, . . . , xn]，则 ⟨f1, . . . , fs⟩是 k[x1, . . . , xn]的一个理想. 称 ⟨f1, . . . , fs⟩为由
f1, . . . , fs生成的理想.

证明. 首先，0 ∈ ⟨f1, . . . , fs⟩，因为 0 =
∑s

i=1 0 · fi. 其次，假设 f =
∑s

i=1 pifi且 g =
∑s

i=1 qifi，并
设 h ∈ k[x1, . . . , xn]. 则由以下等式

f + g =
s∑

i=1

(pi + qi)fi,

hf =
s∑

i=1

(hpi)fi

即可完成 ⟨f1, . . . , fs⟩是理想的证明.
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理想 ⟨f1, . . . , fs⟩在多项式方程方面有很好的解释. 给定 f1, . . . , fs ∈ k[x1, . . . , xn]，得到方程组

f1 = 0,

...

...

...

fs = 0.

从这些方程出发，可以通过代数方法推导出其他方程. 例如，如果将第一个方程乘以 h1 ∈
k[x1, . . . , xn]，第二个乘以 h2 ∈ k[x1, . . . , xn]，等等，然后将所得的方程相加，得到

h1f1 + h2f2 + · · ·+ hsfs = 0,

这是原方程组的一个推论. 注意到这个方程的左边正是理想 ⟨f1, . . . , fs⟩中的一个元素. 因此，可以
将 ⟨f1, . . . , fs⟩看作由方程 f1 = f2 = · · · = fs = 0导出的所有 “多项式推论”的集合.
为理解这在实践中的含义，考虑 §3中的例子，在那里取

x = 1 + t,

y = 1 + t2

并消去 t得到
y = x2 − 2x+ 2

[见 §3中方程 (7)后面的讨论]. 用上述思想重新做这个例子. 首先将方程写成

x− 1− t = 0, (1)

y − 1− t2 = 0.

为消去含 t的项，将第一个方程乘以 x− 1 + t，第二个乘以 −1：

(x− 1)2 − t2 = 0,

−y + 1 + t2 = 0,

然后相加得到
(x− 1)2 − y + 1 = x2 − 2x+ 2− y = 0.
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用由方程 (1)生成的理想来表示，可以写成

x2 − 2x+ 2− y = (x− 1 + t)(x− 1− t) + (−1)(y − 1− t2)

∈ ⟨x− 1− t, y − 1− t2⟩.

类似地，(1)的任何其他 “多项式推论”都导出该理想中的一个元素.
若存在 f1, . . . , fs ∈ k[x1, . . . , xn]使得 I = ⟨f1, . . . , fs⟩，则称理想 I是有限生成的，并称 f1, . . . , fs

是 I 的一个基. 在第 2章中，将证明一个惊人的事实：k[x1, . . . , xn]的每个理想都是有限生成的（这
就是著名的 Hilbert基定理）. 注意，一个给定的理想可能有多个不同的基. 在第 2章中，将展示可
以选择一种特别有用的基，称为 Gröbner基.

这里有一个与线性代数的有趣类比. 理想的定义类似于子空间的定义：两者都必须在加法和乘
法下封闭，但对于子空间，乘以标量，而对于理想，乘以多项式. 此外，注意到由多项式 f1, . . . , fs

生成的理想类似于有限个向量 v1, . . . , vs 的张成. 在每种情况下，都取线性组合，对于张成使用域
系数，对于理想使用多项式系数. 与线性代数的进一步联系在习题 6中探讨.
理想的另一个重要作用体现在以下命题中，该命题表明簇仅依赖于其定义方程所生成的理想.

命题 4. 若 f1, . . . , fs和 g1, . . . , gt是 k[x1, . . . , xn]中同一理想的基，即 ⟨f1, . . . , fs⟩ = ⟨g1, . . . , gt⟩，则
有 V(f1, . . . , fs) = V(g1, . . . , gt).

证明. 证明非常直接，留作习题.

例如，考虑簇V(2x2+3y2−11, x2−y2−3). 容易证明 ⟨2x2+3y2−11, x2−y2−3⟩ = ⟨x2−4, y2−1⟩
（见习题 3），因此由上述命题

V(2x2 + 3y2 − 11, x2 − y2 − 3) = V(x2 − 4, y2 − 1) = {(±2,±1)}

于是，通过改变理想的基，更容易确定簇.
改变基而不影响簇的能力非常重要. 在本书后面，这将导致如下观察：仿射簇由理想决定，而

不是由方程决定.（事实上，理想与簇的对应是第 4章的主题.）从更实际的角度看，还将看到命题
4与上面提到的 Gröbner基结合，为理解仿射簇提供了强大的工具.
接下来讨论仿射簇如何产生一类有趣的理想. 假设有一个仿射簇 V = V(f1, . . . , fs) ⊆ kn，由

f1, . . . , fs ∈ k[x1, . . . , xn]定义. 知道 f1, . . . , fs在 V 上为零，但它们是否是唯一的？是否还有其他多
项式在 V 上为零？例如，考虑 §2中研究的三次扭曲线. 这条曲线由 y − x2 和 z − x3 的零点定义.
由 §3中讨论的参数化 (t, t2, t3)可知，z − xy和 y2 − xz是在三次扭转线上为零的另外两个多项式.
还有其他这样的多项式吗？如何找到它们全部？
为研究这个问题，将考虑在给定簇上为零的所有多项式的集合.
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定义 5. 设 V ⊆ kn是一个仿射簇. 定义

I(V ) = {f ∈ k[x1, . . . , xn] | f(a1, . . . , an) = 0对所有(a1, . . . , an) ∈ V }.

关键的观察是 I(V )是一个理想.

引理 6. 若 V ⊆ kn是一个仿射簇，则 I(V ) ⊆ k[x1, . . . , xn]是一个理想. 称 I(V )为 V 的理想.

证明. 显然 0 ∈ I(V )，因为零多项式在整个 kn上为零，因此特别地在 V 上为零. 其次，假设 f, g ∈
I(V )且 h ∈ k[x1, . . . , xn].
设 (a1, . . . , an)是 V 的任意一点. 则

f(a1, . . . , an) + g(a1, . . . , an) = 0 + 0 = 0,

h(a1, . . . , an)f(a1, . . . , an) = h(a1, . . . , an) · 0 = 0,

由此可知 I(V )是一个理想.

作为簇的理想的一个例子，考虑由 k2 中原点组成的簇 {(0, 0)}. 则其理想 I({(0, 0)})由在原点
处为零的所有多项式组成，断言

I({(0, 0)}) = ⟨x, y⟩.

证明的一个方向是平凡的，因为任何形式为 A(x, y)x + B(x, y)y 的多项式显然在原点处为零.
反过来，假设 f =

∑
i,j aijx

iyj 在原点处为零. 则 a00 = f(0, 0) = 0，因此

f = a00 +
∑

i,j ̸=0,0

aijx
iyj

= 0 +

∑
i,j
i>0

aijx
i−1yj

x+

(∑
j>0

a0jy
j−1

)
y ∈ ⟨x, y⟩.

断言得证.
另一个例子，考虑 V 是整个 kn的情形. 则 I(kn)由处处为零的多项式组成，因此由 §1的命题

5，当 k无限时有
I(kn) = {0} 当k无限时.

（这里 {0}表示 k[x1, . . . , xn]中的零多项式.）注意 §1的命题 5等价于上述陈述. 在习题中，将讨论
当 k是有限域时会发生什么.
一个更有趣的例子由 R3中的三次扭曲线 V = V(y − x2, z − x3)给出. 断言

I(V ) = ⟨y − x2, z − x3⟩.
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为证明这一点，首先证明对于给定的多项式 f ∈ R[x, y, z]，可以将 f 写成如下形式

f = h1(y − x2) + h2(z − x3) + r, (2)

其中 h1, h2 ∈ R[x, y, z]且 r是仅含变量 x的多项式. 首先，考虑 f 是单项式 xαyβzγ 的情形. 则由二
项式定理

xαyβzγ = xα (x2 + (y − x2))
β
(x3 + (z − x3))

γ

= xα
(
x2β +含y − x2的项

)
(x3γ +含z − x3的项) ,

展开后表明
xαyβzγ = h1(y − x2) + h2(z − x3) + xα+2β+3γ

对某些多项式 h1, h2 ∈ R[x, y, z]成立. 因此，(2)在此情形成立. 由于任意 f ∈ R[x, y, z]是单项式的
R-线性组合，可知 (2)一般成立.
现在可以证明 I(V ) = ⟨y−x2, z−x3⟩. 首先，由三次扭曲线 V 的定义，有 y−x2, z−x3 ∈ I(V )，

且由于 I(V )是理想，可知 h1(y − x2) + h2(z − x3) ∈ I(V ). 这证明了 ⟨y − x2, z − x3⟩ ⊆ I(V ). 为证
明相反的包含关系，设 f ∈ I(V )并令

f = h1(y − x2) + h2(z − x3) + r

为 (2)给出的表达式. 为证明 r为零，将使用三次扭转线的参数化 (t, t2, t3). 由于 f 在 V 上为零，得
到

0 = f(t, t2, t3) = 0 + 0 + r(t)

（回忆 r是仅含 x的多项式）. 由于 t可以是任意实数，由 §1的命题 5可知 r ∈ R[x]必须是零多项
式. 但 r = 0表明 f 具有所需的形式，从而证明了 I(V ) = ⟨y − x2, z − x3⟩.
在 (2)中所做的类似于多项式的除法，只不过除以两个多项式而不是一个. 事实上，(2)是第 2

章将要研究的广义除法算法的特例.
上述例子的一个很好的推论是，对于给定的多项式 f ∈ R[x, y, z]，有 f ∈ ⟨y − x2, z − x3⟩当且

仅当 f(t, t2, t3)恒为零. 这为我们提供了一个判断多项式是否属于该理想的算法. 然而，这种方法依
赖于参数化 (t, t2, t3). 是否存在一种不使用参数化来判断 f ∈ ⟨y − x2, z − x3⟩的方法？在第 2章中，
将使用 Gröbner基和广义除法算法肯定地回答这个问题.
三次扭转线的例子很有启发性. 从多项式 y− x2和 z− x3出发，用它们定义一个仿射簇，取在

簇上为零的所有函数，然后得到由这两个多项式生成的理想. 自然会想这是否在一般情况下成立.
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因此取 f1, . . . , fs ∈ k[x1, . . . , xn]. 这给出

多项式 簇 理想

f1, . . . , fs −→ V(f1, . . . , fs) −→ I(V(f1, . . . , fs)),

自然要问的问题是
I(V(f1, . . . , fs)) = ⟨f1, . . . , fs⟩

是否成立. 不幸的是，答案并不总是肯定的. 以下是目前能给出的最佳答案.

引理 7. 设 f1, . . . , fs ∈ k[x1, . . . , xn]. 则 ⟨f1, . . . , fs⟩ ⊆ I(V(f1, . . . , fs))，尽管等式不一定成立.

证明. 设 f ∈ ⟨f1, . . . , fs⟩，这意味着 f =
∑s

i=1 hifi对某些多项式 h1, . . . , hs ∈ k[x1, . . . , xn]成立. 由
于 f1, . . . , fs 在 V(f1, . . . , fs)上为零，所以

∑s
i=1 hifi 亦然. 因此，f 在 V(f1, . . . , fs)上为零，这证

明了 f ∈ I(V(f1, . . . , fs)).
对于引理的第二部分，需要一个 I(V(f1, . . . , fs))严格大于 ⟨f1, . . . , fs⟩的例子. 将证明包含关系

⟨x2, y2⟩ ⊆ I(V(x2, y2))

不是等式. 首先计算 I(V(x2, y2)). 方程 x2 = y2 = 0意味着 V(x2, y2) = {(0, 0)}. 但前面的例子表明
{(0, 0)}的理想是 ⟨x, y⟩，因此 I(V(x2, y2)) = ⟨x, y⟩. 为看出这严格大于 ⟨x2, y2⟩，注意 x /∈ ⟨x2, y2⟩，
因为对于形如 h1(x, y)x

2 + h2(x, y)y
2的多项式，每个单项式的总次数至少为 2.

对于任意域，⟨f1, . . . , fs⟩与 I(V(f1, . . . , fs))之间的关系可能相当微妙（见习题中的一些例子）
. 然而，在代数闭域如 C上，这些理想之间有直接的关系. 这将在第 4章证明零点定理时加以解释.

虽然对于一般域，I(V(f1, . . . , fs))可能不等于 ⟨f1, . . . , fs⟩，但簇的理想总是包含足够的信息来
唯一确定簇.

命题 8. 设 V 和W 是 kn中的仿射簇. 则：
(i) V ⊆ W 当且仅当 I(V ) ⊇ I(W ).
(ii) V = W 当且仅当 I(V ) = I(W ).

证明. 留作习题，证明 (ii)是 (i)的直接推论. 为证明 (i)，首先假设 V ⊆ W . 则在W 上为零的任何
多项式必在 V 上为零，这证明了 I(W ) ⊆ I(V ). 其次，假设 I(W ) ⊆ I(V ). 知道W 是由某些多项式
g1, . . . , gt ∈ k[x1, . . . , xn]定义的簇. 则 g1, . . . , gt ∈ I(W ) ⊆ I(V )，因此 gi在 V 上为零. 由于W 由 gi

的所有公共零点组成，可知 V ⊆ W .

理想与仿射簇之间有丰富的关系；目前为止介绍的内容只是冰山一角. 将在第 4章进一步探讨
这一关系. 特别地，将看到关于理想证明的定理具有强烈的几何含义. 现在，列出关于 k[x1, . . . , xn]

中理想的三个问题：
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（理想的描述）是否每个理想 I ⊆ k[x1, . . . , xn]都能写成 ⟨f1, . . . , fs⟩的形式，其中 f1, . . . , fs ∈
k[x1, . . . , xn]？
（理想的成员判定）若 f1, . . . , fs ∈ k[x1, . . . , xn]，是否存在一个算法来判断给定的 f ∈ k[x1, . . . , xn]

是否属于 ⟨f1, . . . , fs⟩？
（零点定理）给定 f1, . . . , fs ∈ k[x1, . . . , xn]，⟨f1, . . . , fs⟩与 I(V(f1, . . . , fs))之间的确切关系是

什么？
在接下来的章节中，将完全解决这些问题（还将解释零点定理这一名称的由来），尽管需要注

意在哪个域上工作.

1.4.1 习题

1. 考虑方程
x2 + y2 − 1 = 0,

xy − 1 = 0

它们描述了一个圆与一条双曲线的交.
(a) 用代数方法从上述方程中消去 y.
(b) 说明 (a)部分找到的多项式如何属于 ⟨x2 + y2 − 1, xy − 1⟩. 你的答案应该类似于我们在

(1)中所做的. 提示：将第二个方程乘以 xy + 1.
2. 设 I ⊆ k[x1, . . . , xn]是一个理想，且 f1, . . . , fs ∈ k[x1, . . . , xn]. 证明以下陈述等价：

(i) f1, . . . , fs ∈ I .
(ii) ⟨f1, . . . , fs⟩ ⊆ I .
这一事实在你想要证明一个理想包含于另一个理想时很有用.

3. 利用上一习题证明 Q[x, y]中以下理想的相等性：
(a) ⟨x+ y, x− y⟩ = ⟨x, y⟩.
(b) ⟨x+ xy, y + xy, x2, y2⟩ = ⟨x, y⟩.
(c) ⟨2x2 + 3y2 − 11, x2 − y2 − 3⟩ = ⟨x2 − 4, y2 − 1⟩.
这说明了同一个理想可以有多个不同的基，且不同的基可能含有不同数量的元素.

4. 证明命题 4.
5. 证明 V(x+ xy, y + xy, x2, y2) = V(x, y). 提示：见习题 3.
6. “基”这个词在数学中有多种用法. 在本习题中，将看到 “理想的基”（如本节所定义的）与 “子
空间的基”（在线性代数中研究的）相当不同.
(a) 首先，考虑理想 I = ⟨x⟩ ⊆ k[x]. 作为理想，I 有一个由单个元素 x组成的基. 但 I 也可
以看作 k[x]的子空间，而 k[x]是 k上的向量空间. 证明 I 在 k上的任何向量空间基都是
无限的. 提示：只需找到一个无限基即可. 因此，允许 x被 k[x]中的元素而不仅仅是 k

中的元素乘，才使得 ⟨x⟩能有有限基.
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(b) 在线性代数中，基必须张成且在 k上线性无关，而对于理想，基只涉及张成——没有任
何独立性的提及. 原因是一旦允许多项式系数，独立性就不可能了. 为看出这一点，考虑
理想 ⟨x, y⟩ ⊆ k[x, y]. 证明零可以写成 y和 x的具有非零多项式系数的线性组合.

(c) 更一般地，假设 f1, . . . , fs 是理想 I ⊆ k[x1, . . . , xn]的基. 若 s ⩾ 2且对所有 i有 fi ̸= 0，
则证明对于任意 i和 j，零可以写成 fi和 fj 的具有非零多项式系数的线性组合.

(d) 缺乏独立性的一个后果是，当把元素 f ∈ ⟨f1, . . . , fs⟩写成 f =
∑s

i=1 hifi时，系数 hi不
是唯一的. 例如，考虑 f = x2 + xy+ y2 ∈ ⟨x, y⟩. 用两种不同的方式将 f 表示为 x和 y的
线性组合.（即使 hi不唯一，也可以度量它们的不唯一程度. 这引出了有趣的合系话题.）

(e) 理想 I 的基 f1, . . . , fs 称为极小的，如果 f1, . . . , fs 的任何真子集都不是 I 的基. 例如，
x, x2是一个理想的基，但不是极小基，因为 x生成了同一个理想. 不幸的是，一个理想
可以有由不同数量元素组成的极小基. 为看出这一点，证明 x和 x + x2, x2 是 k[x]中同
一理想的极小基. 解释这与线性代数中的情形如何形成对比.

7. 证明对于任意正整数 n和m，有 I(V(xn, ym)) = ⟨x, y⟩.
8. 簇的理想 I(V )具有一个并非所有理想都有的特殊性质. 具体而言，定义理想 I 是根理想的，
如果每当多项式 f 的某个幂 fm在 I 中时，f 本身也在 I 中. 更简洁地说，当 f ∈ I 当且仅当
对某个正整数m有 fm ∈ I 时，I 是根理想的.
(a) 证明 I(V )总是根理想的.
(b) 证明 ⟨x2, y2⟩不是根理想的. 这意味着对任何簇 V ⊆ k2，都有 ⟨x2, y2⟩ ̸= I(V ).
根理想将在第 4章中起重要作用. 特别地，零点定理将意味着 Cn中的簇与 C[x1, . . . , xn]中的
根理想之间存在一一对应.

9. 设 V = V(y − x2, z − x3)是三次扭曲线. 在正文中，证明了 I(V ) = ⟨y − x2, z − x3⟩.
(a) 利用三次扭转线的参数化证明 y2 − xz ∈ I(V ).
(b) 用正文中给出的论证方法将 y2 − xz表示为 y − x2和 z − x3的组合.

10. 利用正文中关于三次扭转线的讨论所用的论证方法证明 I(V(x− y)) = ⟨x− y⟩. 你的论证应对
任意无限域 k有效.

11. 设 V ⊆ R3是由 (t, t3, t4)参数化的曲线.
(a) 证明 V 是一个仿射簇.
(b) 改编三次扭曲线情形中使用的方法来确定 I(V ).

12. 设 V ⊆ R3是由 (t2, t3, t4)参数化的曲线.
(a) 证明 V 是一个仿射簇.
(b) 确定 I(V ).
这个问题比前一个难得多——找出方程 (2)的恰当类比并不容易. 一旦在第 2章学习了除法
算法，这个习题将变得容易得多.

13. 在 §1的习题 2中，证明了 x2y + y2x在 F2
2 的所有点处为零. 更一般地，设 I ⊆ F2[x, y]是在

F2
2的所有点处为零的所有多项式构成的理想. 本习题的目标是证明 I = ⟨x2 − x, y2 − y⟩.
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(a) 证明 ⟨x2 − x, y2 − y⟩ ⊆ I .
(b) 证明每个 f ∈ F2[x, y]都可以写成 f = A(x2 − x) +B(y2 − y) + axy + bx+ cy + d，其中

A,B ∈ F2[x, y]且 a, b, c, d ∈ F2. 提示：将 f 写成
∑

i pi(x)y
i的形式，并用除法算法（§5

的命题 2）将每个 pi除以 x2 − x. 由此，可以写成 f = A(x2 − x) + q1(y)x+ q2(y). 现在
将 q1和 q2除以 y2 − y. 同样，一旦知道第 2章的除法算法，这个论证将变得非常简单.

(c) 证明 axy + bx+ cy + d ∈ I 当且仅当 a = b = c = d = 0.
(d) 利用 (b)和 (c)完成 I = ⟨x2 − x, y2 − y⟩的证明.
(e) 将 x2y + y2x表示为 x2 − x和 y2 − y的组合. 提示：记住在 F2中 2 = 1 + 1 = 0.

14. 本习题涉及命题 8.
(a) 证明命题的 (ii)部分由 (i)部分推出.
(b) 证明命题的以下推论：若 V 和W 是 kn中的仿射簇，则 V ⊊ W 当且仅当 I(V ) ⊋ I(W ).

15. 在正文中，为簇 V ⊆ kn定义了 I(V ). 可以将其推广如下：若 S ⊆ kn是任意子集，则定义

I(S) = {f ∈ k[x1, . . . , xn] | f(a1, . . . , an) = 0对所有(a1, . . . , an) ∈ S}.

(a) 证明 I(S)是一个理想.
(b) 设 X = {(a, a) ∈ R2 | a ̸= 1}. 由 §2的习题 8，知道 X 不是仿射簇. 确定 I(X). 提示：你
在 §2的习题 8中证明的内容将很有用. 另见本节的习题 10.

(c) 设 Zn是 Cn中具有整数坐标的点集. 确定 I(Zn). 提示：见 §1的习题 6.
16. 这里是关于理想的更多练习. 设 I 是 k[x1, . . . , xn]中的理想.

(a) 证明 1 ∈ I 当且仅当 I = k[x1, . . . , xn].
(b) 更一般地，证明 I 包含非零常数当且仅当 I = k[x1, . . . , xn].
(c) 假设 f, g ∈ k[x1, . . . , xn] 满足 f 2, g2 ∈ I . 证明 (f + g)3 ∈ I . 提示：用二项式定理展开

(f + g)3.
(d) 现在假设 f, g ∈ k[x1, . . . , xn]满足 f r, gs ∈ I . 证明 (f + g)r+s−1 ∈ I .

17. 在引理 7的证明中，证明了在 k[x, y]中 x /∈ ⟨x2, y2⟩.
(a) 证明 xy /∈ ⟨x2, y2⟩.
(b) 证明 1, x, y, xy是不含于 ⟨x2, y2⟩的仅有的单项式.

18. 在正文中，证明了在 k[x, y]中 I({(0, 0)}) = ⟨x, y⟩.
(a) 将其推广，证明原点 0 = (0, . . . , 0) ∈ kn满足在 k[x1, . . . , xn]中 I({0}) = ⟨x1, . . . , xn⟩.
(b) (a)部分关于 k[x1, . . . , xn]中常数项为零的多项式说了什么？

19. 本节的一个关键思想是，方程组 f1 = · · · = fs = 0给出了多项式推论的理想 I = ⟨f1, . . . , fs⟩.
现在假设方程组有一个形如 f = g的推论，将两边取 m次幂得到 fm = gm. 用理想 I 的语言
来说，这意味着 f − g ∈ I 应该蕴含 fm − gm ∈ I . 通过对 fm − gm进行因式分解来证明这一
点.
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第 5节 一元多项式

本节讨论一元多项式，并研究高中代数中的除法算法. 这个简单的算法有一些令人惊讶的深刻
推论——例如，将用它来确定 k[x]的理想的结构，并探讨最大公因子的概念. 所发展的理论将使我
们能够在 k[x]中多项式的特殊情形下，解决前几节提出的多数问题. 还将开始理解算法所扮演的重
要角色.
到此为止，大多数学生在他们的数学学习中已经见过各种算法，尽管可能没有使用 “算法”这

个词. 非正式地说，算法是对符号或数值数据进行操作的特定指令集. 例子包括微积分中的微分公
式和线性代数中的行约化方法. 算法有输入（算法使用的对象）和输出（算法的结果）. 在执行的
每个阶段，算法必须准确指定下一步将是什么.
在研究算法时，通常用 “伪代码”来呈现它，这将使其形式结构更易于理解. 伪代码类似于许

多常见的计算机语言，附录 B中给出了简要讨论. 使用伪代码的另一个原因是它表明了如何在计算
机上编程实现该算法. 还应提到，本书中的大多数算法都在Maple、Mathematica和许多其他计算机
代数系统中实现. 附录 C有关于这些程序的更多细节.
首先讨论 k[x]中多项式的除法算法. 该算法的一个关键组成部分是 “首项”的概念. 精确定义

如下.

定义 1. 给定非零多项式 f ∈ k[x]，设

f = c0x
m + c1x

m−1 + · · ·+ cm,

其中 ci ∈ k且 c0 ̸= 0[因此m = deg(f)]. 则称 c0x
m为 f 的首项，记作 LT(f) = c0x

m.

例如，若 f = 2x3 − 4x+ 3，则 LT(f) = 2x3. 还注意到若 f 和 g是非零多项式，则

deg(f) ⩽ deg(g) ⇐⇒ LT(f)整除LT(g). (1)

现在可以描述除法算法.

命题 2（除法算法）. 设 k是域，g是 k[x]中的非零多项式. 则每个 f ∈ k[x]都可写成

f = qg + r,

其中 q, r ∈ k[x]，且要么 r = 0，要么 deg(r) < deg(g). 此外，q 和 r是唯一的，并且存在求 q 和 r

的算法.

证明. 以下是求 q和 r的算法，用伪代码表示：

q := 0; r := f
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WHILE r ̸= 0且LT(g)整除LT(r) DO

q := q + LT(r)/LT(g)

r := r − (LT(r)/LT(g))g

RETURN q, r

WHILE...DO语句表示执行缩进的操作，直到WHILE和DO之间的表达式变为假. 语句 q := . . .

和 r := . . . 表示正在定义或重新定义 q 和 r的值. 在此算法中，q 和 r都是变量——它们在每一步
都会改变值. 需要证明算法会终止，并且 q和 r的最终值具有所需的性质.（关于伪代码的更详细讨
论，见附录 B.）
为理解该算法为何有效，首先注意到 f = qg + r对 q和 r的初始值成立，并且每当重新定义 q

和 r时，等式 f = qg + r仍然成立. 这是因为恒等式

f = qg + r = (q + LT(r)/LT(g))g + (r − (LT(r)/LT(g))g).

其次，注意到WHILE...DO语句在 “r ̸= 0且 LT(g)整除 LT(r)”为假时终止，即当要么 r = 0，
要么 LT(g)不整除 LT(r)时. 根据 (1)，最后一个命题等价于 deg(r) < deg(g). 因此，当算法终止时，
它产生的 q和 r具有所需的性质.
还没有完成；仍然需要证明算法会终止，即WHILE和 DO之间的表达式最终会变为假（否则，

将陷入无限循环）. 关键观察是 r − (LT(r)/LT(g))g要么为 0，要么次数比 r小. 原因如下，设

r = c0x
m + · · ·+ cm, LT(r) = c0x

m,

g = d0x
ℓ + · · ·+ dℓ, LT(g) = d0x

ℓ,

并设m ⩾ ℓ. 则

r − (LT(r)/LT(g))g = (c0x
m + . . . )− (c0/d0)x

m−ℓ(d0x
ℓ + . . . ),

由此可见 r的次数必定下降（或者整个表达式可能消失）. 由于次数是有限的，它最多只能下降有
限次，这证明了算法会终止.
为理解该算法如何对应于高中学到的过程，考虑以下部分完成的除法：

2x+ 1)x3 + 2x2 + x+ 1

x3 + 1
2
x2

3
2
x2 + x+ 1
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这里，f 和 g分别由 f = x3 + 2x2 + x+ 1和 g = 2x+ 1给出，更重要的是，q和 r的当前（但
不是最终）值是 q = 1

2
x2和 r = 3

2
x2 + x+ 1. 现在注意到WHILE...DO循环中的语句

q := q + LT(r)/LT(g),
r := r − (LT(r)/LT(g))g

恰好对应于上述除法的下一步.
证明命题的最后一步是证明 q 和 r的唯一性. 假设 f = qg + r = q′g + r′，其中 r和 r′ 的次数

都小于 g（除非其中一个或两者都为 0）. 如果 r ̸= r′，则 deg(r′ − r) < deg(g). 另一方面，由于

(q − q′)g = r′ − r, (2)

会有 q − q′ ̸= 0，从而

deg(r′ − r) = deg((q − q′)g) = deg(q − q′) + deg(g) ⩾ deg(g).

这个矛盾迫使 r = r′，然后由 (2)可知 q = q′. 这完成了命题的证明.

大多数计算机代数系统都实现了上述算法 [有一些修改——见 VON ZUR GATHEN 和 GER-
HARD (2013)]用于多项式除法.
除法算法的一个有用推论涉及一元多项式的根的个数.

推论 3. 若 k是域且 f ∈ k[x]是非零多项式，则 f 在 k中至多有 deg(f)个根.

证明. 对m = deg(f)使用归纳法. 当m = 0时，f 是非零常数，推论显然成立. 现在假设推论对所
有次数为 m − 1的多项式成立，设 f 的次数为 m. 如果 f 在 k 中没有根，则证毕. 因此假设 a是
k 中的一个根. 如果用 x − a除 f，则命题 2告诉我们 f = q(x − a) + r，其中 r ∈ k，因为 x − a

的次数为 1. 为确定 r，在 x = a处求两边的值，得到 0 = f(a) = q(a)(a − a) + r = r. 由此可见
f = q(x− a). 还注意到 q的次数为m− 1.
断言 f 的任何不同于 a的根也是 q的根. 为说明这一点，设 b ̸= a是 f 的一个根. 则 0 = f(b) =

q(b)(b− a)意味着 q(b) = 0，因为 k是域. 根据归纳假设，q至多有m− 1个根，因此 f 在 k中至多
有m个根. 这完成了证明.

推论 3曾被用来证明 §1中的命题 5，该命题指出当 k 是无限域时 I(kn) = {0}. 这是几何事实
可以是算法推论的一个例子.
还可以用命题 2来确定 k[x]的所有理想的结构.

推论 4. 若 k是域，则 k[x]的每个理想都可写成 ⟨f⟩的形式，其中 f ∈ k[x]. 此外，f 在乘以 k中的
非零常数后是唯一的.
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证明. 取理想 I ⊆ k[x]. 如果 I = {0}，则证毕，因为 I = ⟨0⟩. 否则，设 f 是 I 中包含的次数最小
的非零多项式. 断言 ⟨f⟩ = I . 包含关系 ⟨f⟩ ⊆ I 是显然的，因为 I 是理想. 反过来，取 g ∈ I . 由除
法算法（命题 2），有 g = qf + r，其中要么 r = 0，要么 deg(r) < deg(f). 由于 I 是理想，qf ∈ I，
从而 r = g − qf ∈ I . 如果 r ̸= 0，则 deg(r) < deg(f)，这与对 f 的选择矛盾. 因此 r = 0，从而
g = qf ∈ ⟨f⟩. 这证明了 I = ⟨f⟩.
为研究唯一性，假设 ⟨f⟩ = ⟨g⟩. 则 f ∈ ⟨g⟩意味着 f = hg对某个多项式 h成立. 因此

deg(f) = deg(h) + deg(g), (3)

从而 deg(f) ⩾ deg(g). 交换 f 和 g的同样论证表明 deg(f) ⩽ deg(g)，由此可见 deg(f) = deg(g). 然
后由 (3)得 deg(h) = 0，即 h是非零常数.

一般地，由一个元素生成的理想称为主理想. 鉴于推论 4，称 k[x]是主理想整环，简记为 PID.
推论 4的证明告诉我们，k[x]中理想的生成元是该理想中包含的次数最小的非零多项式. 这个

描述在实践中并不实用，因为它要求我们检查理想中所有多项式（有无穷多个）的次数. 有没有更
好的方法来找到生成元？例如，如何找到理想

⟨x4 − 1, x6 − 1⟩ ⊆ k[x]

的一个生成元？
解决这个问题的工具是最大公因子.

定义 5. 多项式 f, g ∈ k[x]的最大公因子是一个多项式 h，满足：
(i) h整除 f 和 g

(ii) 若 p是另一个整除 f 和 g的多项式，则 p整除 h

当 h具有这些性质时，记 h = gcd(f, g).

以下是最大公因子的主要性质.

命题 6. 设 f, g ∈ k[x]. 则：
(i) gcd(f, g)存在且在乘以 k中的非零常数后唯一.
(ii) gcd(f, g)是理想 ⟨f, g⟩的一个生成元.
(iii) 存在求 gcd(f, g)的算法.

证明. 考虑理想 ⟨f, g⟩. 由于 k[x]的每个理想都是主理想（推论 4），存在 h ∈ k[x]使得 ⟨f, g⟩ = ⟨h⟩.
断言 h是 f, g的最大公因子. 为说明这一点，首先注意到 h整除 f 和 g，因为 f, g ∈ ⟨h⟩. 因此，定
义 5 的第一部分被满足. 其次，假设 p ∈ k[x] 整除 f 和 g. 这意味着 f = Cp 且 g = Dp 对某个
C,D ∈ k[x]成立. 由于 h ∈ ⟨f, g⟩，存在 A,B 使得 Af +Bg = h. 代入得

h = Af +Bg = ACp+BDp = (AC +BD)p,
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这表明 p整除 h. 因此，h = gcd(f, g).
这证明了最大公因子的存在性. 为证明唯一性，假设 h′是 f 和 g的另一个最大公因子. 则根据

定义 5的第二部分，h和 h′将互相整除. 这容易推出 h是 h′的非零常数倍. 因此，推论的 (i)得证，
而 (ii)由在上一段中找到 h的方式推出.

刚才给出的存在性证明在实践中并不有用. 它依赖于找到 ⟨f, g⟩的生成元的能力. 正如在推论 4
后的讨论中指出的，这涉及检查无穷多个多项式的次数. 幸运的是，有一个经典算法，称为 Euclid
算法，计算 k[x]中两个多项式的最大公因子. 这就是命题的 (iii)部分的内容.
需要以下记号. 设 f, g ∈ k[x]，其中 g ̸= 0，写 f = qg + r，其中 q和 r如命题 2中所述. 则令

r = remainder(f, g). 现在可以陈述求 gcd(f, g)的 Euclid算法：

输入: f, g

输出: h = gcd(f, g)

h := f

s := g

WHILE s ̸= 0 DO
rem := remainder(h, s)

h := s

s := rem

为理解该算法为何计算最大公因子，写 f = qg + r如命题 2中所述. 断言

gcd(f, g) = gcd(f − qg, g) = gcd(r, g). (4)

为证明这一点，根据命题的 (ii)部分，只需证明理想 ⟨f, g⟩和 ⟨f − qg, g⟩相等. 将这个简单的论证
留作练习.
可以将 (4)写成形式

gcd(f, g) = gcd(g, r).

注意到 deg(g) > deg(r) 或 r = 0. 如果 r ̸= 0，可以通过重复这个过程使问题更小. 因此，写
g = q′r + r′如命题 2中所述，并如上论证，得到

gcd(g, r) = gcd(r, r′),
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其中 deg(r) > deg(r′)或 r′ = 0. 继续这样做，得到

gcd(f, g) = gcd(g, r) = gcd(r, r′) = gcd(r′, r′′) = . . . , (5)

其中次数下降
deg(g) > deg(r) > deg(r′) > deg(r′′) > . . . ,

或者当 r, r′, r′′, . . .中有一个变为 0时过程终止.
现在可以解释 Euclid算法如何工作. 该算法有变量 h和 s，可以在方程 (5)中看到这些变量：h

的值是每个最大公因子中的第一个多项式，s的值是第二个. 你应该验证在 (5)中，从一个最大公因
子到下一个恰好是算法中WHILE...DO循环所做的. 因此，在算法的每个阶段，gcd(h, s) = gcd(f, g).
该算法必定会终止，因为 s的次数不断下降，所以在某个阶段 s = 0. 当这种情况发生时，有

gcd(h, 0) = gcd(f, g)，并且由于 ⟨h, 0⟩ 显然等于 ⟨h⟩，有 gcd(h, 0) = h. 结合这最后两个方程，当
s = 0时 h = gcd(f, g). 这证明了当算法终止时 h是 f 和 g 的最大公因子，命题 6的证明现在完成
了.

应该提到，也存在一个求两个整数最大公因子的 Euclid算法版本. 大多数计算机代数系统都有
一个求两个多项式（或整数）最大公因子的命令，它使用 Euclid算法的修改形式 [更多细节见 VON
ZUR GATHEN和 GERHARD (2013)].
作为 Euclid算法如何工作的例子，计算 x4 − 1和 x6 − 1的最大公因子. 首先，使用除法算法：

x4 − 1 = 0 · (x6 − 1) + x4 − 1,

x6 − 1 = x2(x4 − 1) + x2 − 1,

x4 − 1 = (x2 + 1)(x2 − 1) + 0.

然后，由方程 (5)，有

gcd(x4 − 1, x6 − 1) = gcd(x6 − 1, x4 − 1)

= gcd(x4 − 1, x2 − 1) = gcd(x2 − 1, 0) = x2 − 1.

注意到这个最大公因子计算回答了先前关于寻找理想 ⟨x4 − 1, x6 − 1⟩的生成元的问题. 即，命
题 6和 gcd(x4 − 1, x6 − 1) = x2 − 1意味着

⟨x4 − 1, x6 − 1⟩ = ⟨x2 − 1⟩.

此时，很自然地会问由三个或更多多项式生成的理想会发生什么. 在这种情况下如何找到生成
元？想法是将最大公因子的定义扩展到两个以上的多项式.

定义 7. 多项式 f1, . . . , fs ∈ k[x]的最大公因子是一个多项式 h，满足：
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(i) h整除 f1, . . . , fs

(ii) 若 p是另一个整除 f1, . . . , fs的多项式，则 p整除 h

当 h具有这些性质时，记 h = gcd(f1, . . . , fs).

以下是这些最大公因子的主要性质.

命题 8. 设 f1, . . . , fs ∈ k[x]，其中 s ⩾ 2. 则：
(i) gcd(f1, . . . , fs)存在且在乘以 k中的非零常数后唯一.
(ii) gcd(f1, . . . , fs)是理想 ⟨f1, . . . , fs⟩的一个生成元.
(iii) 若 s ⩾ 3，则 gcd(f1, . . . , fs) = gcd(f1, gcd(f2, . . . , fs)).
(iv) 存在求 gcd(f1, . . . , fs)的算法.

证明. (i)和 (ii)的证明类似于命题 6中给出的证明，此处省略. 为证明 (iii)，设 h = gcd(f2, . . . , fs).
将其留作练习来证明

⟨f1, h⟩ = ⟨f1, f2, . . . , fs⟩.

由该命题的 (ii)部分，看到
⟨gcd(f1, h)⟩ = ⟨gcd(f1, . . . , fs)⟩.

然后 gcd(f1, h) = gcd(f1, . . . , fs)由推论 4的唯一性部分得出，这证明了要证明的结论.
最后，需要证明存在求 gcd(f1, . . . , fs)的算法. 基本思想是将 (iii)部分与 Euclid算法结合. 例

如，假设要计算四个多项式 f1, f2, f3, f4的最大公因子. 使用该命题的 (iii)部分两次，得到

gcd(f1, f2, f3, f4) = gcd(f1, gcd(f2, f3, f4))
= gcd(f1, gcd(f2, gcd(f3, f4))).

(6)

然后如果使用 Euclid算法三次 [对 (6)中第二行的每个最大公因子各一次]，就得到 f1, f2, f3, f4 的
最大公因子. 在练习中，你将被要求为一个对任意多个多项式实现这一思想的算法编写伪代码. 命
题 8得证.

大多数计算机代数系统中的最大公因子命令一次只能处理两个多项式. 因此，要处理两个以上
的多项式，你需要使用命题 8的证明中描述的方法. 例如，考虑理想

⟨x3 − 3x+ 2, x4 − 1, x6 − 1⟩ ⊆ k[x].

知道 gcd(x3 − 3x+ 2, x4 − 1, x6 − 1)是一个生成元. 此外，可以验证

gcd(x3 − 3x+ 2, x4 − 1, x6 − 1) = gcd(x3 − 3x+ 2, gcd(x4 − 1, x6 − 1))

= gcd(x3 − 3x+ 2, x2 − 1) = x− 1.
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由此可见
⟨x3 − 3x+ 2, x4 − 1, x6 − 1⟩ = ⟨x− 1⟩.

更一般地，给定 f1, . . . , fs ∈ k[x]，显然现在有了求 ⟨f1, . . . , fs⟩的生成元的算法.
作为这里开发的算法的另一个应用，考虑来自 §4的理想成员问题：给定 f1, . . . , fs ∈ k[x]，是

否存在一个算法来判断给定多项式 f ∈ k[x]是否属于理想 ⟨f1, . . . , fs⟩？答案是肯定的，算法很容
易描述. 第一步是使用最大公因子来找到 ⟨f1, . . . , fs⟩的生成元 h. 然后，由于 f ∈ ⟨f1, . . . , fs⟩等价
于 f ∈ ⟨h⟩，只需使用除法算法写 f = qh + r，其中 deg(r) < deg(h). 由此可见 f 在理想中当且仅
当 r = 0. 例如，假设想知道

x3 + 4x2 + 3x− 7 ∈ ⟨x3 − 3x+ 2, x4 − 1, x6 − 1⟩.

在上面看到 x− 1是这个理想的生成元，因此问题可以重新表述为

x3 + 4x2 + 3x− 7 ∈ ⟨x− 1⟩.

除法给出
x3 + 4x2 + 3x− 7 = (x2 + 5x+ 8)(x− 1) + 1.

因此 x3 + 4x2 + 3x− 7不在理想 ⟨x3 − 3x+ 2, x4 − 1, x6 − 1⟩中. 在第 2章中，将使用类似的策略来
解决 k[x1, . . . , xn]中多项式的理想成员问题. 首先找到理想的一个好基（称为 Gröbner基），然后使
用一个推广的除法算法来确定一个多项式是否在理想中.
在练习中，将看到在一元情形下，前几节提出的其他问题可以使用这里讨论的方法算法地解

决.

1.5.1 习题

(1) 在复数域 C上，推论 3可以被表述为更强的形式. 即，证明若 f ∈ C[x]是次数 n > 0的多项
式，则 f 可写成形式 f = c(x − a1) · · · (x − an)，其中 c, a1, . . . , an ∈ C且 c ̸= 0. 提示：使用
§1的定理 7. 注意这个结果对任何代数闭域都成立.

(2) 尽管推论 3很容易证明，但它有一些很好的推论. 例如，考虑域 k中由 a1, . . . , an确定的 n×n

Vandermonde行列式：

det


1 a1 a21 . . . an−1

1

1 a2 a22 . . . an−1
2

... ... ... ...
1 an a2n . . . an−1

n

 .

证明当 ai互不相同时，该行列式非零. 提示：若行列式为零，则列线性相关. 证明线性关系的
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系数确定了一个次数 ⩽ n− 1的多项式，它有 n个根. 然后使用推论 3.
(3) k[x]的每个理想都是主理想（由一个元素生成）这一事实是一元多项式情形的特殊性质. 在本
练习中将看到原因. 即，考虑理想 I = ⟨x, y⟩ ⊆ k[x, y]. 证明 I 不是主理想. 提示：若 x = fg，
其中 f, g ∈ k[x, y]，则证明 f 或 g是常数. 由此可见本节给出的最大公因子处理方法只适用于
一元多项式. 可以计算 ⩾ 2个变量多项式的最大公因子，但涉及的理论更复杂 [见 VON ZUR
GATHEN和 GERHARD (2013)，第 6章].

(4) 若 h是 f, g ∈ k[x]的最大公因子，则证明存在 A,B ∈ k[x]使得 Af +Bg = h.
(5) 若 f, g ∈ k[x]，则证明对任何 q ∈ k[x]有 ⟨f − qg, g⟩ = ⟨f, g⟩. 这将证明正文中的方程 (4).
(6) 给定 f1, . . . , fs ∈ k[x]，设 h = gcd(f2, . . . , fs). 则使用等式 ⟨h⟩ = ⟨f2, . . . , fs⟩ 证明 ⟨f1, h⟩ =

⟨f1, f2, . . . , fs⟩. 这个等式用于命题 8的 (iii)的证明中.
(7) 若你一次只能计算两个多项式的最大公因子（这对某些计算机代数系统成立），给出计算多
项式 f1, . . . , fs ∈ k[x]（其中 s > 2）最大公因子的算法的伪代码. 证明你的算法有效. 提示：
见 (6). 这将完成命题 8的 (iv)的证明.

(8) 使用计算机代数系统计算下列最大公因子：
(a) gcd(x4 + x2 + 1, x4 − x2 − 2x− 1, x3 − 1).
(b) gcd(x3 + 2x2 − x− 2, x3 − 2x2 − x+ 2, x3 − x2 − 4x+ 4).

(9) 使用正文描述的方法判断 x2−4是否属于理想 ⟨x3+x2−4x−4, x3−x2−4x+4, x3−2x2−x+2⟩.
(10) 给出具有输入 f, g ∈ k[x] 和输出 h,A,B ∈ k[x] 的算法的伪代码，其中 h = gcd(f, g) 且

Af+Bg = h. 提示：想法是向算法添加变量A,B,C,D，使得Af+Bg = h和Cf+Dg = s在算
法的每一步都保持成立. 注意A,B,C,D的初始值分别是 1, 0, 0, 1. 你可能发现让 quotient(f, g)
表示 f 除以 g的商是有用的，即，如果除法算法给出 f = qg + r，则 q = quotient(f, g).

(11) 在本练习中，将研究来自 §2的相容性问题的单变量情形. 给定 f1, . . . , fs ∈ k[x]，这询问是否
存在一个算法来判断 V(f1, . . . , fs)是否非空. 将看到当 k = C时答案是肯定的.
(a) 设 f ∈ C[x]是非零多项式. 则使用 §1的定理 7证明 V(f) = ∅当且仅当 f 是常数.
(b) 若 f1, . . . , fs ∈ C[x]，证明 V(f1, . . . , fs) = ∅当且仅当 gcd(f1, . . . , fs) = 1.
(c) 用文字描述（而非伪代码）一个确定 V(f1, . . . , fs)是否非空的算法.
当 k = R时，相容性问题困难得多. 它需要一个算法来判断多项式 f ∈ R[x]是否有实根.

(12) 本练习将研究来自 §4的零点定理问题的单变量情形，它询问当 f1, . . . , fs ∈ C[x]时，I(V(f1, . . . , fs))
与 ⟨f1, . . . , fs⟩之间的关系. 通过使用最大公因子，可以约化到单个生成元的情形. 因此，在本
问题中，当 f ∈ C[x]是非常数多项式时，将显式确定 I(V(f)). 由于在复数上工作，由练习 1
知道 f 完全分解，即

f = c(x− a1)
r1 · · · (x− al)

rl ,

其中 a1, . . . , al ∈ C互不相同，c ∈ C \ {0}. 定义多项式

fred = c(x− a1) · · · (x− al).
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多项式 f 和 fred有相同的根，但它们的重数可能不同. 特别地，fred的所有根的重数都是 1. 称
fred为 f 的约化或无平方部分. 后一个名称承认 fred是 f 的次数最大的无平方因子.
(a) 证明 V(f) = {a1, . . . , al}.
(b) 证明 I(V(f)) = ⟨fred⟩.
虽然 (b)部分描述了 I(V(f))，但答案并不完全令人满意，因为需要完全分解 f 才能找到 fred.
在练习 13、14和 15中，将展示如何在不进行任何分解的情况下确定 fred.

(13) 将研究 f = c0x
n + c1x

n−1 + · · · + cn−1x + cn ∈ C[x]的形式导数. 形式导数由微积分中的常用
公式定义：

f ′ = nc0x
n−1 + (n− 1)c1x

n−2 + · · ·+ cn−1 + 0.

证明下列微分法则适用：
(af)′ = af ′ 当a ∈ C,
(f + g)′ = f ′ + g′,

(fg)′ = f ′g + fg′.

(14) 在本练习中，将使用练习 13的微分性质来计算 f ∈ C[x]时的 gcd(f, f ′).
(a) 假设 f = (x− a)rh在 C[x]中，其中 r ⩾ 1且 h(a) ̸= 0. 则证明 f ′ = (x− a)r−1h1，其中

h1 ∈ C[x]在 a处不消失. 提示：使用乘积法则.
(b) 设 f = c(x − a1)

r1 · · · (x − al)
rl 是 f 的分解，其中 a1, . . . , al 互不相同. 证明 f ′ 是乘积

f ′ = (x− a1)
r1−1 · · · (x− al)

rl−1H，其中 H ∈ C[x]是在 a1, . . . , al处都不消失的多项式.
(c) 证明 gcd(f, f ′) = (x− a1)

r1−1 · · · (x− al)
rl−1.

(15) 考虑练习 12中定义的 f ∈ C[x]的无平方部分 fred.
(a) 使用练习 14证明 fred由公式

fred =
f

gcd(f, f ′)

给出. 这个公式的优点在于它允许我们找到无平方部分而无需分解 f . 这使得计算更快.
(b) 使用计算机代数系统找到多项式

x11 − x10 + 2x8 − 4x7 + 3x5 − 3x4 + x3 + 3x2 − x− 1

的无平方部分.
(16) 使用练习 12和 15用文字描述（而非伪代码）一个算法，其输入由多项式 f1, . . . , fs ∈ C[x]组

成，输出由 I(V(f1, . . . , fs))的基组成. 处理多于一个变量的多项式时，构造这样的算法更困
难.

(17) 找到理想 I(V(x5 − 2x4 + 2x2 − x, x5 − x4 − 2x3 + 2x2 + x− 1))的一个基.
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Gröbner基

在第一章中，我们已经看到多项式环 k[x1, . . . , xn]的代数结构与仿射代数簇的几何结构是如何
联系在一起的. 本章将研究 Gröbner基的方法，它能够以算法或计算的方式来解决关于多项式理想
的问题. Gröbner基的方法也被用于多个强大的计算机代数系统中，以研究应用中出现的特定多项
式理想. 在第一章中，我们提出了许多关于多项式理想之代数与仿射簇之几何的问题. 本章及下一
章将关注其中四个问题.

第 1节 §1引言

2.1.1 问题

(a) 理想描述问题：是否每个理想 I ⊆ k[x1, . . . , xn]都有有限基？换句话说，我们能否将 I 写成
I = ⟨f1, . . . , fs⟩的形式，其中 fi ∈ k[x1, . . . , xn]？

(b) 理想成员问题：给定 f ∈ k[x1, . . . , xn]和一个理想 I = ⟨f1, . . . , fs⟩，判断 f 是否属于 I . 从几
何上看，这与判断 V(f1, . . . , fs)是否落在簇 V(f)上的问题密切相关.

(c) 多项式方程求解问题：求多项式方程组
f1(x1, . . . , xn) = · · · = fs(x1, . . . , xn) = 0

在 kn中的所有公共解. 这等价于求仿射簇 V(f1, . . . , fs)中的点.
(d) 隐式化问题：设 V ⊆ kn以参数形式给出为
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x1 = g1(t1, . . . , tm),

•
...
•
xn = gn(t1, . . . , tm).

若 gi是变量 tj 的多项式（或有理函数），则 V 将是一个仿射簇或其中的一部分. 求定义该簇的关于
xi的多项式方程组.
需要做一些说明. 问题（a）询问是否每个多项式理想都有通过生成元给出的有限描述. 到目前

为止，见过的许多理想确实具有这样的描述——事实上，研究过的大多数理想都是通过给出有限
生成集来指定的. 然而，还有其他构造理想的方式并不直接导致这种描述. 我们见过的主要例子是
簇的理想 I(V ). 知道这些理想也具有有限描述将是有用的. 另一方面，在习题中，我们将看到如果
允许无限多个变量出现在多项式中，那么问题（a）的答案是否定的.

注意，问题（c）和（d）可以说是互逆的问题. 在问题（c）中，我们要求给定多项式方程组的
解集. 而在问题（d）中，给出了解集，问题是要找到一个具有这些解的方程组.
为开始研究 Gröbner基，下面考虑一些特殊情况，在这些情况中读者已经见过解决上述问题的

算法技术.

例 1. 当 n = 1时，我们在第一章的 §5中解决了理想描述问题. 即，给定理想 I ⊆ k[x]，我们证明
了 I = ⟨g⟩对某个 g ∈ k[x]成立（见第一章 §5的推论 4）. 因此，在这种情况下理想具有特别简单
的描述.
我们也在第一章的 §5中看到，理想成员问题的解很容易从除法算法得出：给定 f ∈ k[x]，要

检查 f 是否属于 I = ⟨g⟩，用 g除 f：
f = q · g + r,

其中 q, r ∈ k[x]且 r = 0或 deg(r) < deg(g). 然后我们证明了 f ∈ I 当且仅当 r = 0. 因此，在 n = 1

的情况下，存在一个算法测试来判断理想成员.

例 2. 其次，设 n（变量个数）任意，考虑求解多项式方程组的问题：

a11x1 + · · ·+ a1nxn + b1 = 0,

am1x1 + · · ·+ amnxn + bm = 0,

其中每个多项式都是线性的（总次数为 1）.
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第 2节 §2 k[x1, . . . , xn]中单项式的序

如果我们仔细考察 k[x]中的除法算法以及用于线性方程组（或矩阵）的行约化（Gauss消元法）
算法，就会发现多项式中项的排序概念是两者的关键要素（尽管这一点并不常被强调）. 例如，在
使用标准方法将 f(x) = x5 − 3x2 + 1除以 g(x) = x2 − 4x+ 7时，我们会：

将多项式中的项按 x的次数降序排列
在第一步，f 的首项（次数最高的项）是 x5 = x3 · x2 = x3（g 的首项）. 因此，我们从 f 中减去
x3 · g(x)以消去首项，得到 4x4 − 7x3 − 3x2 + 1.
然后，我们对 f(x)− x3 · g(x)重复相同的过程，以此类推，直到得到一个次数小于 2的多项式.

对于单变量多项式的除法算法，我们处理的是单变量单项式的次数序：

· · · > xm+1 > xm > · · · > x2 > x > 1. (1)

该算法的成功取决于系统地处理 f 和 g的首项，而不是使用 g中的任意项从 f 中 “随机”消去
项.
类似地，在矩阵的行约化算法中，对于每一行，我们首先系统地处理左侧的项——首项是行中

最左侧的非零项. 在线性方程的层面，这通过如下方式对变量 x1, . . . , xn排序来表达：

x1 > x2 > · · · > xn. (2)

我们将方程中的项按降序排列. 此外，在阶梯形系统中，方程按其首项的降序排列. （事实上，
阶梯形系统的精确定义可以用这种排序来给出——见习题 8.）
从上述证据来看，我们可以推测，将除法和行约化推广到多变元任意多项式的任何扩展的一

个主要组成部分将是 k[x1, . . . , xn]中多项式项的排序. 在本节中，我们将讨论这种排序应该具有的
理想性质，并构造几个满足我们要求的不同例子. 这些排序中的每一个在不同的上下文中都非常有
用.
首先，我们注意到可以从 n元指数组 α = (α1, . . . , αn) ∈ Zn

⩾0 重构单项式 xα = xα1
1 · · · xαn

n . 这
个观察建立了 k[x1, . . . , xn]中的单项式与 Zn

⩾0之间的一一对应关系. 此外，我们在空间 Zn
⩾0上建立

的任何排序 >都会给我们一个单项式的排序：如果根据这种排序 α > β，我们也将说 xα > xβ .
在 Zn

⩾0上定义排序有很多不同的方法. 然而，对于我们的目的，这些方法中的大多数都不适用，
因为我们希望我们的排序与多项式环的代数结构相容.
首先，由于多项式是单项式的和，我们希望能够将多项式中的项按降序（或升序）无歧义地排

列. 为此，我们必须能够比较每一对单项式以确定它们的正确相对位置. 因此，我们将要求我们的
排序是线性或全序. 这意味着对于每一对单项式 xα和 xβ，以下三个陈述中恰好有一个应该为真：

xα > xβ, xα = xβ, xβ > xα
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全序还要求传递性，即 xα > xβ 和 xβ > xγ 总是蕴含 xα > xγ .
接下来，我们必须考虑和与积运算对多项式的影响. 当我们相加多项式时，合并同类项后，我

们可以简单地将存在的项重新排列为适当的顺序，因此加法不会带来困难. 然而，乘积更为微妙.
由于多项式环中的乘法对加法满足分配律，只需考虑当我们将单项式乘以多项式时会发生什么. 如
果这样做改变了项的相对顺序，那么在任何类似于 k[x]中除法算法的过程中都可能出现重大问题，
因为在此过程中我们必须识别多项式的首项. 原因是乘积中的首项可能与该单项式和原多项式首
项的乘积不同.
因此，我们将要求所有单项式序具有以下附加性质. 如果 xα > xβ且 xγ 是任意单项式，那么我

们要求 xαxγ > xβxγ . 用指数向量来说，这个性质意味着如果我们在 Zn
⩾0 上的排序中有 α > β，那

么对于所有 γ ∈ Zn
⩾0，都有 α + γ > β + γ.

考虑到这些因素，下面给出定义.

定义 1. k[x1, . . . , xn] 上的一个单项式序 > 是 Zn
⩾0 上的一个关系 >，或者等价地，是单项式集合

{xα | α ∈ Zn
⩾0}上的一个关系，满足：

(i) >是 Zn
⩾0上的一个全序（或线性序）

(ii) 如果 α > β 且 γ ∈ Zn
⩾0，则 α + γ > β + γ

(iii) >是 Zn
⩾0 上的一个良序. 这意味着 Zn

⩾0 的每个非空子集在 >下都有最小元. 换句话说，如果
A ⊆ Zn

⩾0非空，则存在 α ∈ A使得对于 A中每个 β ̸= α都有 β > α.
给定一个单项式序 >，当 α > β 或 α = β 时，我们说 α ⩾ β.

以下引理将帮助我们理解定义中第（iii）部分的良序条件的含义.

引理 2. Zn
⩾0上的序关系 >是良序当且仅当 Zn

⩾0中的每个严格递减序列

α(1) > α(2) > α(3) > . . .

最终终止.

证明. 我们以其逆否命题的形式证明：>不是良序当且仅当 Zn
⩾0中存在无限严格递减序列.

如果>不是良序，那么某个非空子集 S ⊆ Zn
⩾0没有最小元. 现在取 α(1) ∈ S. 由于 α(1)不是最

小元，我们可以在 S 中找到 α(1) > α(2). 那么 α(2)也不是最小元，因此在 S 中存在 α(2) > α(3).
继续这样做，我们得到一个无限严格递减序列

α(1) > α(2) > α(3) > . . . .

反之，给定这样一个无限序列，则 {α(1), α(2), α(3), . . .}是 Zn
⩾0的一个没有最小元的非空子集，

因此 >不是良序.
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这个引理的重要性将在后面显现出来. 它将用于证明各种算法必须终止，因为在算法的每一步
某个项都严格递减（相对于固定的单项式序）.
在 §4中，我们将看到，给定定义 1中的第（i）和（ii）部分，第（iii）部分的良序条件等价于

对所有 α ∈ Zn
⩾0都有 α ⩾ 0.

作为单项式序的一个简单例子，注意 Z⩾0上通常的数值序

· · · > m+ 1 > m > · · · > 3 > 2 > 1 > 0

满足定义 1的三个条件. 因此，k[x]上的次数序（1）是一个单项式序，由习题 13可知它是唯一的.
我们对 n元组排序的第一个例子将是字典序（或简称字典序）.

定义 3（字典序）. 设 α = (α1, . . . , αn)和 β = (β1, . . . , βn)属于 Zn
⩾0. 如果向量差 α − β ∈ Zn 的最

左边非零项为正，则我们说 α >lex β. 如果 α >lex β，我们将写 xα >lex xβ .

以下是一些例子：
(a) (1, 2, 0) >lex (0, 3, 4)，因为 α− β = (1,−1,−4).

(b) (3, 2, 4) >lex (3, 2, 1)，因为 α− β = (0, 0, 3).
(c) 变量 x1, . . . , xn按字典序以通常的方式排序（见（2））：

(1, 0, . . . , 0) >lex (0, 1, 0, . . . , 0) >lex · · · >lex (0, . . . , 0, 1).

因此x1 >lex x2 >lex · · · >lex xn.

在实践中，当我们处理两个或三个变量的多项式时，我们将变量称为 x, y, z 而不是 x1, x2, x3.
我们还将假设，除非明确说明，否则变量上的字母顺序 x > y > z用于定义字典序.
字典序类似于字典中使用的词的排序（因此得名）. 我们可以将 n元组 α ∈ Zn

⩾0的项看作词中
字母的类比. 字母按字母顺序排列：

a > b > · · · > y > z.

那么，例如
arrow >lex arson

因为 “arson”的第三个字母在字母顺序中排在 “arrow”的第三个字母之后，而前两个字母在两者中
是相同的. 由于所有元素 α ∈ Zn

⩾0的长度都是 n，这个类比仅适用于固定字母数的词.
为了完整性，我们必须检查字典序是否满足定义 1的三个条件.

命题 4. Zn
⩾0上的字典序是一个单项式序.

证明.（i）>lex是全序直接从定义和 Z⩾0上通常的数值序是全序这一事实得出.
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(ii) 如果 α >lex β，则我们有向量差 α − β 中最左边的非零项，比如 αi − βi，是正的. 但是
xαxγ = xα+γ 且 xβxγ = xβ+γ . 那么在 (α + γ) − (β + γ) = α − β 中，最左边的非零项又是
αi − βi > 0.

(iii) 假设 >lex不是良序. 那么根据引理 2，将存在 Zn
⩾0的元素的一个无限严格递减序列

α(1) >lex α(2) >lex α(3) >lex . . .

我们将证明这导致矛盾.
考虑向量 α(i) ∈ Zn

⩾0 的第一项. 根据字典序的定义，这些第一项形成一个非负整数的非增序
列. 由于 Z⩾0 是良序的，α(i)的第一项最终必须 “稳定”. 换句话说，存在一个 ℓ使得所有 i ⩾ ℓ的
α(i)的第一项都相等.
从 α(ℓ)开始，第二项及以后的项在确定字典序时开始发挥作用.α(ℓ), α(ℓ + 1), . . .的第二项形

成一个非增序列. 根据与之前相同的推理，第二项最终也会 “稳定”. 继续同样的方式，我们看到对
于某个m，α(m), α(m+ 1), . . .都相等. 这与 α(m) >lex α(m+ 1)的事实矛盾.

重要的是要认识到有许多字典序，对应于变量的不同排序方式. 到目前为止，我们使用了 x1 >

x2 > · · · > xn的字典序. 但是给定变量的任何排序 x1, . . . , xn，都有一个相应的字典序. 例如，如果
变量是 x和 y，那么当 x > y时我们得到一个字典序，当 y > x时我们得到另一个. 在一般的 n变
量情况下，有 n!个字典序. 在下文中，“字典序”一词将指 x1 > · · · > xn的那个，除非另有说明.
在字典序中，注意一个变量支配任何只涉及更小变量的单项式，无论其总次数如何. 因此，对

于 x > y > z 的字典序，我们有 x >lex y5z3. 对于某些目的，我们可能还想考虑单项式的总次数并
首先排序总次数较大的单项式. 一种方法是分次字典序（或分次字典序）.

定义 5（分次字典序）. 设 α, β ∈ Zn
⩾0. 如果

|α| =
n∑

i=1

αi > |β| =
n∑

i=1

βi, 或 |α| = |β|且α >lex β.

则我们说 α >grlex β.

我们看到分次字典序首先按总次数排序，然后使用字典序 “打破平局”. 以下是一些例子：
(a) (1, 2, 3) >grlex (3, 2, 0)，因为 |(1, 2, 3)| = 6 > |(3, 2, 0)| = 5.

(b) (1, 2, 4) >grlex (1, 1, 5)，因为 |(1, 2, 4)| = |(1, 1, 5)|且 (1, 2, 4) >lex (1, 1, 5).
(c) 变量按字典序排序，即 x1 >grlex · · · >grlex xn.
我们将把它作为习题，证明分次字典序满足定义 1的三个条件. 与字典序的情况一样，根据变

量的排序方式，n个变量上有 n!个分次字典序.
单项式的另一种（某种程度上不太直观的）序是分次反字典序（或 grevlex序）. 尽管这种排序

“需要一些时间来适应”，但已经证明对于某些运算，grevlex排序是计算中最有效的.
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定义 6（分次反字典序）. 设 α, β ∈ Zn
⩾0. 如果

|α| =
n∑

i=1

αi > |β| =
n∑

i=1

βi,

或 |α| = |β|且 α− β ∈ Zn的最右边非零项为负，则我们说 α >grevlex β.

与分次字典序一样，grevlex按总次数排序，但它以不同的方式 “打破平局”. 例如：
(a) (4, 7, 1) >grevlex (4, 2, 3)，因为 |(4, 7, 1)| = 12 > |(4, 2, 3)| = 9.

(b) (1, 5, 2) >grevlex (4, 1, 3)，因为 |(1, 5, 2)| = |(4, 1, 3)|且 (1, 5, 2)− (4, 1, 3) = (−3, 4,−1).
你将在习题中证明 grevlex排序给出一个单项式序. 还要注意，字典序和 grevlex在变量上给出

相同的排序. 即

(1, 0, . . . , 0) >grevlex (0, 1, . . . , 0) >grevlex · · · >grevlex (0, . . . , 0, 1)

或
x1 >grevlex x2 >grevlex · · · >grevlex xn

因此，grevlex确实与变量重新排列后的分次字典序不同（人们可能会从名称中误以为如此）.
为了解释分次字典序和 grevlex之间的关系，注意两者都以相同的方式使用总次数. 为了打破

平局，分次字典序使用字典序，因此它查看最左边（或最大）的变量并倾向于较大的幂. 相反，当
grevlex发现相同的总次数时，它查看最右边（或最小）的变量并倾向于较小的幂. 在习题中，你将
验证这相当于对字典序的 “双重反转”. 例如，

x5yz >grlex x4yz2,

因为两个单项式的总次数都是 7且 x5yz >lex x4yz2. 在这种情况下，我们也有

x5yz >grevlex x4yz2,

但原因不同：x5yz更大是因为较小的变量 z出现的幂次较小.
与字典序和分次字典序一样，根据 n个变量的排序方式，有 n!个 grevlex序.
除了这里考虑的序之外，还有许多其他单项式序. 其中一些将在 §4的习题中探讨. 大多数计

算机代数系统实现字典序，大多数还允许其他序，如分次字典序和 grevlex. 一旦选择了这样的序，
这些系统允许用户指定变量的 n!种排序中的任何一种. 正如我们将在本章 §8和以后的章节中看到
的，当研究各种问题时，这种工具非常有用.
我们将以讨论单项式序如何应用于多项式来结束本节. 如果 f =

∑
α aαx

α是 k[x1, . . . , xn]中的
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一个非零多项式，并且我们选择了一个单项式序 >，那么我们可以根据 >无歧义地将 f 的单项式
排序. 例如，考虑多项式 f = 4xy2z + 4z2 − 5x3 + 7x2z2 ∈ k[x, y, z]. 那么：
对于字典序，我们将 f 的项按降序重新排列为

f = −5x3 + 7x2z2 + 4xy2z + 4z2.

对于分次字典序，我们将有

f = 7x2z2 + 4xy2z − 5x3 + 4z2.

•对于 grevlex序，我们将有

f = 4xy2z + 7x2z2 − 5x3 + 4z2.

我们将使用以下术语.

定义 7. 设 f =
∑

α aαx
α是 k[x1, . . . , xn]中的一个非零多项式，并设 >是一个单项式序.

(i) f 的多重次数是
multideg(f) = max(α ∈ Zn

⩾0 | aα ̸= 0)

（最大值是相对于 >取的）.
(ii) f 的首项系数是

LC(f) = amultideg(f) ∈ k.

(iii) f 的首项单项式是
LM(f) = xmultideg(f)

（系数为 1）.
(iv) f 的首项是

LT(f) = LC(f) · LM(f).

为了说明，设 f = 4xy2z + 4z2 − 5x3 + 7x2z2如前，并设 >表示字典序. 则

multideg(f) = (3, 0, 0),

LC(f) = −5,

LM(f) = x3,

LT(f) = −5x3.

在习题中，你将证明多重次数具有以下有用的性质.
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引理 8. 设 f, g ∈ k[x1, . . . , xn]是非零多项式. 则：
(i) multideg(fg) = multideg(f) +multideg(g)

(ii) 如果 f +g ̸= 0，则multideg(f +g) ⩽ max(multideg(f),multideg(g)). 此外，如果multideg(f) ̸=
multideg(g)，则等式成立.

一些书籍使用不同的术语. 在 EISENBUD（1999）中，首项 LT(f) 变成初始项 in>(f). 在
BECKER和WEISPFENNING（1993）中出现了更实质性的差异，其中 “单项式”和 “项”的含义互
换. 对他们来说，首项 LT(f)是首单项式 HM(f)，而首项单项式 LM(f)是首项 HT(f). KREUZER
和 ROBBIANO（2000）的第 10页总结了不同书籍中使用的术语. 我们建议阅读其他文本时仔细检
查定义.

第 3节 §3 k[x1, . . . , xn]中的除法算法

在 §1中，我们看到除法算法如何用于解决单变量多项式的理想成员问题. 为研究多变元时的
这个问题，我们将为 k[x1, . . . , xn]中的多项式制定一个除法算法，它扩展了 k[x]的算法. 在一般情
况下，目标是将 f ∈ k[x1, . . . , xn]除以 f1, . . . , fs ∈ k[x1, . . . , xn]. 正如我们将看到的，这意味着将 f

表示为形式
f = q1f1 + · · ·+ qsfs + r,

其中 “商”q1, . . . , qs 和余式 r 属于 k[x1, . . . , xn]. 在决定如何刻画余式时需要一些小心. 这就是我们
将使用 §2中引入的单项式序的地方. 然后我们将看到除法算法如何应用于理想成员问题.
该算法的基本思想与单变量情况相同：我们希望通过将某个 fi 乘以适当的单项式并相减来消

去 f 的首项（相对于固定的单项式序）. 那么这个单项式就成为相应的 qi中的一项. 与其一般地陈
述算法，不如先通过一些例子来观察涉及的内容.

示例 1. 我们将首先用 f1 = xy + 1和 f2 = y + 1除 f = xy2 + 1，使用 x > y的字典序. 我们想采用
与单变量多项式除法相同的方案，区别是现在有几个除数和商. 将除数 f1, f2 和商 q1, q2 垂直列出，
我们有以下设置：

q1 :

q2 :

xy + 1

y + 1

)
xy2 + 1

首项 LT(f1) = xy 和 LT(f2) = y 都整除首项 LT(f) = xy2. 由于 f1 首先列出，我们将使用它.
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因此，我们将 xy除入 xy2，得到 y，然后从 f 中减去 y · f1：

q1 : y

q2 :

xy + 1

y + 1
xy2 + 1

xy2 + y

−y + 1

现在我们对−y+1重复相同的过程. 这次我们必须使用 f2，因为 LT(f1) = xy不整除 LT(−y+

1) = −y. 我们得到：
q1 : y

q2 : −1

xy + 1

y + 1
)xy2 + 1

−y + 1

−y − 1

2

由于 LT(f1)和 LT(f2)都不整除 2，余式是 r = 2，我们完成了. 因此，我们将 f = xy2 + 1写
成形式

xy2 + 1 = y · (xy + 1) + (−1) · (y + 1) + 2.
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外文术语 中文术语

affine space 仿射空间.
affine variety 仿射簇.
algebraically closed 代数闭的.
algorithm 算法.
Ascending Chain Condition 升链条件.
basis 基.
Bézier cubic Bézier三次曲线.
Buchberger’s Algorithm Buchberger算法.
Buchberger’s Criterion Buchberger判别法.
coefficient 系数.
commutative ring 交换环.
conic section 圆锥曲线.
control point 控制点.
control polygon 控制多边形.
convex 凸的.
deg deg.
degree 次数.
Dickson’s Lemma Dickson引理.
Division Algorithm 除法算法.
elimination theory 消元理论.
Euclidean Algorithm Euclid算法.
field 域.
finite field 有限域.
Fundamental Theorem of Algebra 代数基本定理.
Gaussian elimination Gauss消元法.

第 57页（共 59页）



第二章 Gröbner基

外文术语 中文术语

generated by 由⋯⋯生成.
graded lexicographic order 分次字典序.
graded reverse lexicographic order 分次反字典序.
greatest common divisor 最大公因子.
Gröbner basis Gröbner基.
Hilbert Basis Theorem Hilbert基定理.
Hilbert Nullstellensatz Hilbert零点定理.
homogeneous syzygy 齐次合冲.
I {I}.
ideal 理想.
Ideal Description Problem 理想描述问题.
Ideal Membership Problem 理想成员问题.
ideal of a variety 簇的理想.
implicit representation 隐式表示.
implicitization 隐式化.
lcm representation 最小公倍表示.
leading coefficient 首项系数.
leading monomial 首项单项式.
leading term 首项.
leading term of an ideal 理想的首项.
least common multiple 最小公倍式.
lexicographic order 字典序.
linear variety 线性簇.
minimal basis 极小基.
monomial 单项式.
monomial ideal 单项式理想.
monomial ordering 单项式序.
multidegree 多重次数.
normal form 范式.
normal selection strategy 正常选择策略.
Nullstellensatz 零点定理.
polynomial 多项式.
polynomial parametric representation 多项式参数表示.
polynomial ring 多项式环.
principal ideal 主理想.
principal ideal domain 主理想整环.
pseudocode 伪代码.
radical 根理想的.
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外文术语 中文术语

rational function 有理函数.
rational parametric representation 有理参数表示.
reduced Gröbner basis 约化 Gröbner基.
remainder 余式.
row reduction 行约化.
singular point 奇点.
S-polynomial S-多项式.
square-free part 无平方部分.
standard basis 标准基.
standard representation 标准表示.
syzygy 合冲.
tangent surface 切曲面.
term 项.
total degree 总次数.
total ordering 全序.
twisted cubic 三次扭曲线.
unirational 单有理的.
V {V }.
Vandermonde determinant Vandermonde行列式.
variety 簇.
well-ordering 良序.
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